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Capitulo 1

Somatorios de funcoes

trigonomeétricas e hiperbdlicas

1.1 Soma e diferencas de funcoes trigonométricas.

1.1.1 Soma e diferenca de seno e cosseno.

Vamos calcular os somatorios g senky e g coskp, para isso vamos usar a identidade
k k

e"? = coswp + isenzp.
Aplicando A temos
Aeit# = eiletle _ give _ give giv _ give _ izp(giv 1)
como temos
e = cosp + iseny
e’ — 1 =cosp — 1+ iseny
Vou chamar cosp — 1 = A, senyp = B. Entao
Ae™? = (e — 1) = e"?(A + Bi) =
= (cosxzp + isenxp)(A + Bi) = Acoszp + iAsenxy + Bicostyp — Bsenxy

= Acosxp — Bsenzp + i(Asenzp + Beoszp) = Acoszp + iAsenxy

3
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Igualando as parcelas reais e complexas da igualdade temos
Acosrp = Acosrp — Bsenxy

Asenxyp = (Asenxy + Bceoszy)

Agora tomando o somatério

c c+1
Z Aeixap _ ei:mp
f f
c c+1
Z(A + Bi)e'™? = ™%
f f
c+1

elre

Zeixcp _ :
. (A + Bi)

!
Multiplicando e dividindo pelo conjugado de A+ Bi, A— Bi, (A+ Bi)(A— Bi) = A*>+ B?

c+1
(A — Bi)

elre

Z eixcp _
- (A2 4 B?)

f
(A — Bi) = (coszp + isenxp)(A — Bi) = Acosxp + Bsenxp +iAsenzp — Bicostp =

= Acoszp + Bsenxy + i(Asenzyp — Beoszp)

i n i Acoszp + Bsenzp|“T' Asenazyp — Beoszp| T
cosTp +1i Yy senrp = i
7 - (A2 + B?) f (A% + B?) f

igualando as parcelas temos

[

Acosxzp + Bsenxy
Z costy = (42 1 B2)

c+1

f f

c+1

- Asenxyp — Beosxp
Z Senty = (A2 + B?)
!

f
Propriedade 1.

A"sen(ax + b) = (28671%)" .sen (ax +b+ M)

Demonstragao. Vamos provar por inducao sobre n, para n = 0 temos

0(a + )

0
Asen(ax + b) = sen(ax +b) = <2867’L%> .sen <am +b+ 5

) = senfa +)
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tomando a hipotese

A"sen(ax + b) = <2seng)n .sen (aw +b+ M)

Vamos provar para n + 1

n+1 1
A" sen(ax 4+ b) = (286%%) .sen (ax +b+ (n+ )Q(OL + W))

A" sen(ax 4+ b) = A[A"sen(ax + b)) = A (28671%)” .sen (am +b+ n(aT—{—W))

Vamos chamar

entao
A" sen(ax + b) = A[A"sen(ax + b)) = A (28671%)” sen (ax +¢) =

(256ng)n Asen (ax + c¢)

Vamos analisar agora
Asen (ax + ¢) = sen(ax + a + ¢) — sen(ax + ¢)

usando férmula de Werner, tomando (p =ax+a+c¢), (¢ =ax+c), (p—qg=ar+a+c—
ar—c=a)e (p+qg=ar+a+c+axr+c=2ax+ a+ 2c) logo

Asen (ax +c¢) = seng.sen(cm + g +¢)

Entao

A" sen(ax +b) = (23671%)” .sen%.sen(ax + HTW +c) =

a+Tm n(a +m
+b+%

)=

a\"tl a+ a\nt1
= <286n§> sen(ax + 5 +c) = (256n§> sen(ax +

(n+1)(a+ 7r))
2

Para a diferenca do cosseno nao precisamos de todo esse trabalho, podemos aplicar a

a n+1
= <236n§> sen(ax + b+

derivada em ambos os lados da diferenca do seno e deduzir a férmula do cosseno
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Corolario 1.

A"cos(ax + b) = (236ng)n .cos (ax +b+ M)

Tomando a Derivada em

A"sen(ax + b) = (28671%)” .sen (ax +b+ M)

temos

DA"sen(ax +b) = D (28671%)” .sen (a:v b+ o 2+ )
n(a +m)

+ T
2
™

A"acos(ax +b) = (28671%)” .4.COS (am b n(a; ))

= A"Dsen(ax +b) = (2seng)n .Dsen <ax +b+—F5—

Se a # 0, temos

A"cos(ax 4+ b) = (28671%)” .COS <ax +b+ M)

2

Uma outra forma para o somatério das fungoes seno e cosseno podem ser obtidas assim

Z Asen(ax + b) = sen(azx +b)

como Asen(ax +b) = (28671%) .sen <ax +b+ (a ; 7T)> temos

Z Asen(ar +b) = Z (286%%) .sen (ax +b+ @) = sen(axr + b) <=

desde que a # 2k7, k inteiro,

3 sen (a:c+b+ M) _ sen(az +b)

2 28671%

(a+m) (a+m)

tomando ¢ = b + temos b = ¢ — , logo ficamos com

i (a—02—7r) )

sen(azx + ¢
Z sen (ax +c) =

a
256712

aplicando limites ficamos com
(a+7‘r)) d+1

d
sen(axr + ¢ —

E sen (ax +c¢) = ( T —
236715

t
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agora aplicando a derivada em ambos termos , temos

(atm)
sen(axr + ¢ — ~—5—
ZDsen(ax—i-c):D ( 2 )—
2seng
cos(az + ¢ — )
:Zacos(aa:—l—c):a 2 L
236715
(a+m)
cos(axr + ¢ — ~—5—
Zcos(ax+c): ( — )
236715
d (a+m)y 1d+1
cos(ar + ¢ — —5—
ans(aw—i—c): ( —= )
- 286715 .

Exemplo 1. Calcular o somatorio

1 n
3 + ; cos(ax)

em funcao de seno. Temos que

cos(ax — —(a’;”)) cos(ax — § — (g—)) cos(a(Z1) —
Z cos(ax) = - = - = - -
2sens 2seng 2seng 2seng
aplicando os limites no somatorio temos
n sena(%;l) il Sena (%) sena <%) sena<2”2—+1) 1
Z cos(axr) = ———= = - — — = _/
gt 2seng i 2seng 2seng 2seng 2
assim
n sena (2”2“)
+ ; cos(ax) = Zsent
1.1.2 A de tgf(x)
B ~senf(x+1) senf(x)
_ senf(z +1).cosf(x) —cosf(x+1)senf(x) senf(r+1)— f(x) senAf(x)
B cosf(x + 1)cosf(x) cosf(x + 1)cosf(z)  cosf(x + 1)cosf(x)
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1.1.3 A de cotgf(x)

cosf(x+1)  cosf(x) _
senf(x+1) senf(x)

Acotgf(z) = cotgf(x + 1) — cotgf(z) =

_ cosf(x 4+ 1).senf(x) — cosf(x).senf(z + 1) _ sen[f(z) — f(x + 1)] _ sen[—Af(z)] _
senf(x +1).cosf(x) senf(x+ 1)senf(x)  senf(x+1).senf(x)
sen[Af(z)]

- senf(x +1).senf(x)

1.1.4 A de arctgf(x)

Aarctgf(z) = arctgf(x + 1) — arctgf(x)

faga arctgf(x + 1) = y e arctgf(x) = z com isso temos tgy = f(z + 1) e tgz = f(x)

tomando agora
lgy —tgz  [seny  senz C0S8Y.COSZ B
1+tgy.tgz B cosy  COSz COSY.COSZ + seny.senz N

<seny.cosz - senz.cosy) ( C08Y.C0S% ) SENY.co08z — SeNnz.cosy

C0SY.COSZ cosy.cosz + seny.senz cosy.cosz + seny.senz

sen(y — z)
= ) = t — Z
cos(y —2) 9(y —2)
temos
tgy — tgz
tgly —2) = ————
1+tgy.tgz
logo temos
tgy — tgz
y—z=arctg | ————
1+tgy.tgz
como tomamos y = arctgf(z + 1) e z = arctgf(x), temos

flz+1) — f(z) )
1+ f(x).f(x+1)

Af(z) )
1+ f(x).f(x +1)

arctgf(x + 1) —arctgf(x) = arctg (

Aarctgf(z) = arctg <
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1.1.5 Somatorio de cos

_cos(ar +c—(a+m)/2) cos(ar+c—a/2—7/2)
Z cos(az +¢) = 2sena/2 B 2sena/2

entao

sen(az +c—a/2)  sen(a(z —3)+¢)  sen(a(®51) + ¢)
2sena/2 B 2sena/2 B 2sena/2

Z cos(ax +c) =

2z — 1
seja b = % +c
sen(b)

Z cos(ax +c) = Ssen(a/2)

Aplicando o somatério em [1,n]

_ sen(UZ= o)t gen (222D 4 o) — gen(2 + ¢)
Zcos(ax—i—c) = 2 = 2 2 =
— sen(a/2) |, 2sen(a/2)
Z cos(az + ¢) = sen(an + § +¢) — sen(§ +c)
— 2sen(a/2)
sec=10

" - Sen(an + %) — sen(%)
> cos(ax) = 2sen(a/2)

r=1

em [1,n — 1]

n—1 a a

sen(an — %) — sen(%
5 cos(ax) = ( 2) )
=1

2sen(a/2)
Em [0, n]
< sen(an + § +c) — sen(—5 +c)  sen(an+ § +c) + sen(§ — c)
Z cos(ax +¢) = 5 5 — : >
2=0 sen(a/2) sen(a/2)
Exemplo 2. Calcular
<\ 2%kr
Z cos—.
n
k=1

o~ 2kr  sen(2m — ) — sen(Z)
E cos

n 2sen(Z)
k=1 n

mas

7r m m 7r
sen(2m — —) = sen2mw.cos— — sen—.cos2w = —sen—
n n n n
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logo a soma fica

Corolario 2. Como

logo

Exemplo 3. Calcule

kr  sen(m — &) — send-
COS— = 2n 2n

n 2867”&21
n

k=1
s ™ ™

T ,
tem-se sen(m — —) = senwcos— — sen—cosm = sen— dai
n 2n 2n 2n

1.1.6 Somatodrio de coshx

Da identidade
sen(bx +a—0/2)

b
286”2

Z cos(br +a) =

substituindo b por ib e a por ai e usando as identidade senix = isenhx e cosix = coshx

temos

isenh(br +a —b/2)  senh(bx +a—b/2)
2isenh® - 2senh? '

Z cos(i(bx + a)) = Z cosh(bx + a) =

Exemplo 4.
Z cos(2ax + 2¢) = Z cos(2(az + c)).
tomando a’ = 2a e ¢ = 2¢, escrevemos da forma

sen(a'(3271) + ) sen(2a(351) +2¢)
2sena’ /2 B 2sen2a/2

Z cos(2ax + 2¢) = Z cos(a'x + ) =
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sen(a(2x — 1) + 20).

2sena
tomando V' = (a(2x — 1) + 2¢) = 2b
2b
Z cos(2ax + 2¢) = sen(2b)
2sena
Exemplo 5.
Z cos?(ax + c).

Usamos a identidade
cos(2(ax +¢))+1
2

cos*(ax +¢) =

aplicando o somatorio temos

20082(ax+0)22608(2(ax+c ——Zcos (az + 0)) +Z—=

r  lsen(a(2z — 1)+ 2¢)

2 2 2sena

x  sen(2b)

20032(ax +c) = 5t

4sena
1.1.7 Somatorio de sen

sen(ar +c—(a+m)/2)  sen(ar+c—a/2—7/2)

Z sen(ax +c) = 2sena,/2 - 2senaf2
logo
B _cas(a(zx 1) +¢)
> sen(ax +c) = 2sen(a/2)
_cos(b)
Z sen(ax + c) ~ 2sen(a/2)

em especial

cos(a(*51))

_ 2
Zsen(am) ~ 2sen(a/2)
Se aplicamos limites [1,n]

Y sen(ar + c) = _cos(a(2z —1)/2+¢) """ _ —cos(a(2n +1)/2 + ¢) + cos(a/2 + ¢) _
Z o= 2sen(a/2) N 2sen(a/2) -

1
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n ~ —cos(an+a/2 + c) + cos(a/2 + c)
Z sen(ax +c¢) = 2sen(a/2)
se =0 n ( /2) + cos(a/2)
_ —cos(an +a/2) + cos(a/2
Z sen(aﬂC) - QSen(a/Q)

r=1

n

Z sen(z) = —cos(n+ 1) + cos(3)

— 2sen(1)
A soma em [0, n]
i sen(az + ¢) = _cos(a(2x = 1)/2 + ¢) i _ —cos(an+a/2+c) + cos(—a/2+¢) _
2sen(a/2) 0 2sen(a/2)
—cos(an + a/2 + ¢) + cos(a/2 — c)
B 2sen(a/2) '
Exemplo 6. Calcular a soma
n—1 kr
Z sen—.
n
k=1
"Z_l sen( lmr —cos(( nl)ﬁ + 55) +cos(g;)  —cos(m — 7+ g-) + cos(g;)
2sen(g-) B 2sen(21)
~ —cos(m — 25+ )+ cos(5-) _ —cos(m — o) +cos(zn)
B 2sen(5-) B 2sen(5-) B
(=35 -+ (~5,) = cosg,
mas —cos(m — —) = —cosm.cos— + senmsen(——) = cos—
™ Hhae™ : 2n 2n
2c0s(3-) T
— n. — cotg—
- 2sen(L) o
logo
<  kr 7r
sen— = cotg—.
n 2n
k=1

1.1.8 Somatorio de senh

Usando a identidade

cos(bx — £ + a)

Z sen(br + a) = — .

286715
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substituindo b por bi e a por ai e usando as relagoes com nimeros complexos

cosh(bx — % + a)

iQSenhg

Z seni(br + a) = @Z senh(bx + a) = —

logo
cosh(bz — £ + a)

b
256nh5

Z senh(br +a) =

Exemplo 7.
Z sen?(az + c).

Usamos a identidade
1 — cos2(ax + ¢)
2

sen’(azx +c) =

aplicando o somatoério em ambos lados temos

20 — 1)+ 2
Zsen az + c) Z__—ZCOSZ ar +c) _ senfa(2z —1) + C)'

2 4sena

No caso da soma aplicada em [1,n]

n+1

_n+1 sen(a(2n+ 1) + 2¢) 1+sen(a +2c)

2 5 _x sen(a(2z — 1) 4 2¢)
Zsen (ax—l—c) N 1 2 4sena 2 4sena

2 4sena

n  sen(a+ 2c) — sen(a(2n + 1) + 2¢)

4sena

Exemplo 8. Calcular

2009
Z 009"

Usaremos a expressao

zizgen(ak)::'_COS(GH~+-a/2)%—cos(a/2)

2sen(a/2)
T 2009 t
o — — m =
oM@ 5000 ¢ e
2009
Zsen LT —cos(7r + o) +cos(gm)
2009 2sen(gr5)
_ —cos(m + 5515) + cos(15) _ 2c05(zrs) _ = cotg|— a ]
2sen () 2sen(575) 4018
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Exemplo 9. Calcular
Z zsen(ax + ¢).

Por partes, tomamos g(x) = x logo Ag(z) =1 e Af(z) = sen(ax + ¢) temos

_cos(a(zxgl) +¢)

J(w) = 2sen(a/2)

_cos(a(@) +c)

_ _cos(ax +5+c) _ _cos(ax + ')
2sen(a/2) 2sen(a/2) 2sen(a/2)

flz+1) =

zcos(a(251) + o) 1

Z wsen(ar +¢) = 2sen(a/2) i 2sen(a/2) Z cos(az +¢) =

_ _:rcos(a(%) +¢) sen(ar +c —a/2) zcos(a(®2) +¢)  sen(ar +a/2 +c—a/2)

2sen(a/2) (2sen(a/2))?  2sen(a/2) (2sen(a/2))?

_ _zcos(a(%) +c¢)  sen(ax + c)
2sen(a/2) (2sen(a/2))?
zcos(a(®21) +¢)  sen(ax + c)

Z wsen(az +¢) = - 2sen(a/2) (2sen(a/2))?
Aplicando limites [1, n]

zcos(a(22) +¢)  sen(ax +c) "M

; xsen(ax + ¢) = — 2sen(a/2) (2sen(a/2))?|,

(n+ L)cos(a(25) +¢)  sen(an+a+c)  cos(+c) sen(a + c)

2sen(a/2) (2sen(a/2))? 2sen(a/2)  (2sen(a/2))?

_ cos(% +c) — (n+ 1)cos(a(®5) + ¢) N sen(an + a + ¢) — sen(a + ¢)
2sen(a/2) (2sen(a/2))?

u _cos(§+¢) — (n+1)cos(a(*52) +¢) sen(an +a+c) — sen(a+ c)
;xsen(ax+c) B 2sen(a/2) (2sen(a/2))?

_ cos(% +c) — (n+ 1)cos(a(25L) +¢)  sen(a(n +1) +¢) — sen(a + )
2sen(a/2) (2sen(a/2))?
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Exemplo 10. Calcular
89
Zsten(Qx)
k=1

Onde o coeficiente de = = k, 2 estd em graus.

89 89
Z 2xsen(2zr) = 2 Z xsen(2x)
k=1 k=1

calculando
%9 B cos(%) — (90)008(2(%)) sen(2(90)) — sen(2)
;“en@x) = 25en(2)2) sen(2/2))2
_ cos(1) — (90)cos(179)  sen(2)
2sen(1) (2sen(1))?
multiplicando por 2
i _cos(1) = (90)cos(179)  sen(2)
;sten@x) B sen(1) 2(sen(1))2
_ ! cos(1) — 90cos _ sen(2) =
B sen(l)( (1) = 90cos(179) 2sen(1)>
= sen(l)(;sen(l)) (2sen(1)cos(1) — 90cos(179)2sen(l) — sen(2)) =
~ —90co0s(179)2sen(1)  —90cos(179)  —90cos(180 —1)
~ sen(1)2sen(1)  sen(l) sen(1) B
_ —90(cos(180)cos(—1) — sen(180)sen(—1))  90cos(1)

sen(1) ~ sen(1) = 0cotg(1).

Exemplo 11. Mostrar que

2 2
Z 2Isen2i = [ 2% lsen a )
2x 2x—1

x

Partimos da identidade sen2a = 2sena cosa, multiplicando por 2!

a a
= 2%057 sen—

a a B
= QCOS—x sen—, 2 lsen

ST ST T 9a1 9z *oa
elevando ao quadrado
(233_186712:71)2 = (2’”005% sen%)2 = (29”3671%)2(1—367122%) = (2xsen%)2—(2xsen2%)2
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entao

de onde segue

Exemplo 12. Calcular o somatério

88

1
Zo cos(x)cos(x + 1)

Tr=

Da identidade

B senAf(x)
Atgf(z) = cosf(x + 1)cosf(z)
com f(x) = x segue
Atgf(x) !

senl  cosf(z + 1)cosf(z)
aplicando o somatoério temos

88

1 1 % 1489
Z = tgr| = .
cos(x)cos(x +1)  senl senl

=0 0

Coroléario 3. Seja f(z) = ax temos

senAax Atgax
9T _ seca(x + 1).secax

Atgaxr =
gax cosa(z + 1)cosa(x)’  sena

aplicando a soma em x temos

+1

tgax tgax|""  tga(n+1)  tga

Sena |4 sena sena

El;seca(x + 1).secax g ; seca(x + 1).secax

Exemplo 13. Achar expressao fechada para a razao de somatérios

n—1
sen(2kx + x)
k=0

n—1 ’
> cos(2kx + x)
k=0

Vamos calcular através do somatério indefinido

a(2k—1)

cos(—— +c¢
Z sen(ak +c) = — ( 232719 )
2
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sendo ¢ = x e a = 2z temos

2k
Z sen(2zk + x) = _ cosz(2k)
2senx
da mesma maneira
2k
Z cos(2xk + ) = senz(2k)
2senx

aplicando limites [1,n — 1]

n—1
2k — 2 1
Zsen(sz‘ fx) = _ cosz(2k) _ —cosx(2n) +
2senx 2senx
k=0
— senx(2n)
cos(2zk + 1) = ———=
2senx
k=0
tomando a razao )
n—
2kx +
;;S(m( z+2) ~ —cosx(2n) + 1
n—1 o 2
> cos(2kx + ) sena(2n)
k=0

que podemos simplificar

—cosz(2n) +1  1— cos*nx + sen’nx

senx(2n)  2sennx.cosnx

2 2

usando cos“nz = 1 — sen“nx

1 — 1+ sen?nx + sen’nzx 2sen’nx sennx

2sennx.cosnx 2sennx.cosnx cosSnNx

assim
—1

> sen(2kx + x)
k=0

n—1
> cos(2kx + x)
k=0

= tgnx.

Exemplo 14. Calcular o somatério indefinido

Z tg(kx)tg(xk + x).

Temos que

tg(xk + x) — tg(xk)
tg(z) = tg(zk + v — xk) = 1+ tg(zk).tg(xk + z)
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logo
_ tg(zk +x) —tg(zk) _ Atg(kz)
tg(zk).tg(zk + ) = () 1 (D) 1
Ztg(xk‘).tg(xk +1x)= tig/lx) — k.

k
O mesmo podemos fazer com a funcao cotangente

Z cotg(xk + x)cotg(zk)
k

—cotg(kx + x)cotg(kx) — 1
cotg(kx + x) — cotg(kx)

cotg(z) = cotg(kx + x — kx) =
—cotg(x)Acotg(kx) = cotg(kx + x)cotg(kx) + 1

logo
cotg(kx + z)cotg(kx) = —cotg(x)Acotg(kz) — 1

de onde segue

Z cotg(kx + x)cotg(kx) = —cotg(x)cotg(kx) — k.
k

Exemplo 15. Calcular
g arct ;
- Nzt

da identidade

Af(z)
Aarct = arct
arctgf(x) = arc gl+f(q:)f(a:+1)
tomando f(x) = x segue
Aarctgr = t = t L
arch—arcg1+x(x+1) = arctgr———00s

logo
E arct 1 = arctgx
- g l4+z+22 g

tomando com limites [1, n]

n

1
Z arctgm = arctgx

r=1

n+1

=arctg(n+ 1) —arctg(l) = arctg(n + 1) — %

1
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Exemplo 16. Vamos agora calcular os somatério indefinidos
Z zFcos(ak +b) e Z z*sen(ak + b)
k k

usando numeros complexos. Temos

") = cos(ak + b) + isen(ak + b) = eFe®
multiplicando por z* e somando

e Z ellak) gk — Z aFcos(ak +b) +i Z z*sen(ak + b)

k k k

a parte real sendo a soma com cos e a parte imaginaria com sen,

) ) i(a) .\ k
Zez(ak)xk _ Z(ez(a)x)k _ (")

etay — 1
k k

v — 1 = xcosa+ ixsena — 1 logo seu conjugado é xcosa — txsena — 1 = xe ' — 1 sendo

o resultado do produto a® 4+ b* = d onde a = zcosa — 1 e b = xsena
i(a) .\ k 1 k iak [ _—ia 1 k ia(k—1) iak
Z(e x)t = Sete (e —1) = 7% (ze —e')

multiplicando agora por e’

gelleh=H _ oilaktb] — gcos(a(k — 1) 4 b] +izsenfa(k — 1) +b] — cos|ak +b] — isen[ak +b] =

= xcosla(k — 1) + b] — cos[ak + b] + i{xsen[a(k — 1)+ b] — senak + b]}

k
x
a parte real multiplicada por i é

k1 B ok
Z xkcos(ak +0b) = z"eosla(k — 1) ﬂ;b] x"cos|ak + D]
k

e a parte imagindaria

S asen(ak +b) = ztsenfa(k — 1) J;b] — a*senfak + 1]
k
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2 2

porém d = a® 4+ b* = zcos’a — 2xcosa + 1 + x*sen*a = x* — 2xcosa + 1 entdo temos

2" cosla(k — 1) + b] — 2*cos|ak + b]
x? — 2xcosa + 1

Z t*cos(ak +b) =
k

2" lsenfa(k — 1) + b] — a¥sen|ak + b)]
x? — 2xcosa + 1

Z t*sen(ak +b) =
k

como coroldrio, se |z| < 1 temos as séries

> b) — b—
Zxkcos(ak’ +b) = cos(b) — aeos(b — a)
x2 — 2xcosa + 1
k=0
> b) — b—
Zxksen(ak +b) = sen(2 ) — zsen(b —a)
— x? — 2xcosa + 1

Exemplo 17. Da identidade
tgxr = cotgx — 2cotg2x

a
fazendo x = 5 temos

a a a a a
tg2—k = cotg? — 2001592? = cotg? — QCotgF
o 1
dividindo ambos membros por o" segue
I a 1 a 1 a A 1 a
?tg@ = ?coth—k ~ o1 cotg2k71 =85 cotgzk T
aplicando a soma
1 a 1 a "1 a 1 a "1 a
Z ﬂtgﬁ = Fcotgﬁ, Z ﬁtgﬁ = FCOtQF ) = Q—ncoth—n — 2cotg2a.

k k=0

n

) Lo = L otg —ocotg2
—tg— = —cotg— — 2cotgla.
k:ongk on 92n g

1

. a ~
Como lim —cotg— = — entao
2n 2" a

o0

1 a 1
% ﬂtg@ = 2cotg2a.
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Tomando a = m, n = 0o e comecando a soma de k = 2, temos

i 1t T _1 1cot T
ok oK T 7 T 395
k=2
cosZ
mas cotgzz fr:()logo
senZ
2
i Lm_1
ok ok T
k=2

Exemplo 18. Da identidade
tgxr = cotgx — 2cotg2x
podemos tomar agora = = a.2¥, depois multiplicar por 2"
tga.2" = cotga.2” — 2cotga. 2", 2tga.2% = 28cotga.2" — 2" cotga. 28 = —A2%cotga.2"
logo
n+1

n
Zthgan = —2%cotga.2F, Z 2%tga.28 = —2Fcotga.2" = —2""cotga. 2" + cotga.
k k=0 0

Exemplo 19. Da identidade
x
cossecxr = cotg§ — cotgx
_a
tomando x = o temos

a a
o5 = Acotg?

a
cossec— = cotg

oF — cotg

ok+1

logo

n+1
a a

a a - a
Z cossec§ = cotg?, Z cossecﬁ = cotg? ) = cotyg il cotga.
k k=0

Exemplo 20. Da identidade
x
cossecr = cotg§ — cotgx
tomando = = a2* temos

cossec a2k = cotg a2871 — cotg a2 = —Acotg a2" 7!
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logo

n n+1
a
Z cossec a2k = —cotg a2k_1, Z cossec a2F = —cotg a2kt = —cotg a2" + cotgi
k k=0 0

Exemplo 21. Calcular a soma

1
Z Q—xlog tg(2%a).

T

Partimos da identidade trigonométrica sen2b = 2senb cosb fazendo b = 2%a temos

1 2sen2®a
a = 2sen2”a cos2”a, = :
cos2%a sen2*¥tlq

sen2*t!

multiplicando por sen2®a em ambos lados

=t92%q = —
cos2%q g sen2ttlqg

tomando o logaritmo em ambos lados

2sen?2%q 4sen?2%q

)= log(m) = log4sen®2%a — log2sen2”a =
sen2*tlq

logtg2¥a =1
ogtge-a 0g(sen2$+1a

= 2log2sen2¥a — log2sen2®a = logtg2®a

dividindo por 2* em ambos lados

1 1 1 1
—2—xl09236n2“”+1a + FlongenT”a = —(2—xlongen2”+1a — Flog?sen?"”a) =
=A— 21_1l0g2sen2 a= 2—Ilogt92 a
dai segue
1 x 1 x
Z ﬁlog tg2¥a = —2x_1log 2sen2”a.
Exemplo 22. Calcular a soma
- 2y 2y
Z(2k+lsen(2—k) — 2k3€n(2k71 ).
k=0
Tomand = 2 sen( Y Af(k) = 2 sen(2Y) - 2k sen( 22
omando f(k) = 2"sen(5;=) temos Af(k) = 2" sen(5;;) — 2"sen(5—) logo
2 2 2
- k 2y k—1 2y k 2y i n—+1 2y 0 2y
2(2 sen(ﬁ) -2 sen(F)) =2 sen(ﬁ) =2 sen(z—n) -2 sen(F) =

k=0 0
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2
= 2”“8671(2—2) — sen(4y).
s . ,
Sey:Z entao 4y = 7 e senm = 0 dai
- T

s . s
Z(Qkﬂsen(ﬁ) - 2ksen(2k)) =2 Hsen(an)
k=0

o e 1
agora tomando o limite n — oo, 2" também tende ao infinito e —— tende a zero,

2n+1
x 1 n+1 1 )
tomamos entao x = pYSSE logo 2" = — com x tendendo a zero pela direita,
x
. senmx . senmx
lim = mlim =T
z—0 €T z—0 7T

logo
- T ™
Z(2k+lsen(ﬁ) - 2ksen(?)) = .
k=0

Propriedade 2. Valem as identidades

25+

n
sen nr = Z < )(—l)k(senx)%ﬂ(cosx)”_%_l
P 2k +1

13

n
cos nx = Z ( )(—1)k(sen:p)2k(cosm)”_%
— 2k+1

Demonstracao. Temos a identidade
cosnx + isennx = (cosx + isenz)"

expandindo por binomio segue

n

Z (Z) (isenz)*(cosz)" ™" = cosnx + isennx

k=0
o conjunto A = [0, n]x admite a partigato BU C = A onde B é o conjunto dos impares e
C o conjunto dos pares de k = 0 até n, igualando a parte complexa segue

n
isene = Z ( )(i)2k+1(SG”x)QkH.(cosx)n_%_l
PR 2k +1

& n
senne = 3 (4, ")) (1) Gsena P4 cosay 2
0 2k +1



CAPITULO 1. SOMATORIOS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS E HIPERBOLICAS24

% + 1 =n implica 2k =n — 1, k = ——

, entao vale

—1
5=

sennz = ;( " )(—1)k(senx)2k+1.(cosx)"—%—l.

2k +1

Agora tomando a parte par, temos

n

cosna = i ( 27;) i?* (sena)™ (cosz)" " = 0 (272) (= 1Y% (sena) 2 (cosz)"2"

k=0 k=

sen =2k, k= g , entao vale

cosnz =y (;{) (—1)*(senz)?* (cosz)2*

= k om(2m — 1
1.1.9 Y cot o = m(2m — 1)
— 2m + 1 6

Propriedade 3.

N, km 2m(2m — 1)
Z cot =
— 2m +1 6

Demonstracao. Temos a identidade
cosnx + isennx = (cosx + isenz)"

expandindo por binomio segue

n

Z (Z) (isenz)*(cosz)" ™" = cosnx + isennx

k=0
o conjunto A = [0, n]x admite a partigao BUC = A onde B é o conjunto dos impares e

C' o conjunto dos pares de k = 0 até n, igualando a parte complexa segue

n

n
isenx = Z ( )(z')zkH(senm)2k+1.(coszv)”_2k_1
p 2k + 1

& n
= 32 ) o
e \2k + 1

tomamos n = 2m + 1 e o limite superior trunca em m logo

" (Zm—l—l

sen(2m + 1)z = Z 2%+ 1

k=0 > (—=1)*(senz) ! (cosz) ™2
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rm . (- ,
tomamos r = com 7 natural no intervalo [1,m] o méximo valor de r é m, nesse
2m +1
mm T . L .
caso temos Sy < 5 Pois, 2m < 2m+1 além disso 0 < x assim nenhum desses valores
m

sao zeros de senx e podemos dividir por senz, esses valores ainda implicam

sen(2m + 1)z =0

dividimos entdo por (senz)*™*!, segue
T 2m 1 . (senx)?F 1 omor = (2m 1 . (cosx)?m—2F
0= 1) M = -1 =
Z (Qk: +1 >< ) (senx)?m+l (cosz) Z 2k +1 (=1) (senz)?m—2k

k=0 k=0

2m+1 k om-ok _ N (2m+1 k 2(m—k)
Z (G 1) 0ot = 52 () 0ot
fazendo y = (cotgx)

" 2m+1 X Lk
p(y) kEO (2k+1)( )" (y)
temos um polinomio de grau m cujas raizes conhecemos os valores de r nos fornecem as

Ty, = cotg o1

com r de 1 até m o polinomio se fatora como

e " 2m+ 1 & _
— — -1 (m—Fk)
o-a=3 (5 1)) o)
k=1 k=0
o coeficiente ¢ podemos deduzir da seguinte maneira, vemos que o coeficiente de t™ na

2 1 2 1
direita acontece com k = 0, entao ele é ( m1+ )(—1)0 = ( m1+ ) esse € 0 mesmo

raizes

2 1
coeficiente ¢ na esquerda dai ¢ = < m1+ ), agora usamos que que o coeficiente de y™ ™!
em cH(y — xy) é dado por —chk comparando com o coeficiente de y" ! na outra
k=1 k=1
2 1 2 1
expressao que € ( m3+ )(—1)1 = —< m3+ ), que acontece para k = 1 segue
Tp = —
z’”: et @em+ 1)(2m)(2m —1)  2m(2m—1)
ij = m =
P (* 1+1) 6(2m + 1) 6

logo

Four(phr) - 2t
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Corolario 4. Comparando os termos constantes em

<2m1+ 1) [T = fé (227;3: , ) (=1 ()"

dai

“ ) ( km ) 1
H cotg =
P 2m +1 2m +1

e km 1
H cotg =
2m+1 2m+1

k=1

Corolario 5.

" (2m+ 1
sen(2m + 1)z = Z (;}Z:l)(_1)k(senx)2k+l.(Cosm)Qm—Qk
k=0

r , [ .
tomamos x = com 7 natural no intervalo [1,m] o méximo valor de r é m, nesse
2m +1 -
caso temos 1 < 5 pois, 2m < 2m+1 além disso 0 < x assim nenhum desses valores
m

sao zeros de cosx e podemos dividir por cosx, esses valores ainda implicam

sen(2m+ 1)z =0

dividimos entdo por (cosx)*" '

" om 41 . (senz)2k 1 ok " om+1 . (sena)?k 1 B
Z (2k N 1) —1) (cos)2m (cosz) = Z o+ 1 (1) (cosa) T

, segue

=0 k=0
" /om+1 K 2t 1 = (2m + 1 ki 2 \(k)

1 - 1
=3 (G i)Wt =0 3 (G ) et

fazendo y = (tgz)?
2m+1 &
-1 (k)
—y Z (5 1))
temos um polinémio de grau m (excluindo o fator y) cujas raizes conhecemos os valores

de r nos fornecem as raizes
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com r de 1 até m o polinomio se fatora como

To-a0=3 ()0 w®

k=1 k=0
o coeficiente ¢ podemos deduzir da seguinte maneira, vemos que o coeficiente de y™ na
o ~ 2m+1
direita acontece com k = m, entao ele é ( (=)™ = (=1)™ esse é 0o mesmo

2m +1
coeficiente ¢ na esquerda dai ¢ = (—1)™, agora usamos que que o coeficiente de y™
m m

1

em cH(y — x) ¢ dado por —chk comparando com o coeficiente de y™ " na outra

k=1 k=1

2 1
expressao que é <2m * 1>(—1)m_1 = (2m + 1)(m)(—1)™"", que acontece para k = 1
m J—
segue
(=)™ ap = (2m + 1) (m)(-1)"!

k=1

Z{L’k = (2m+1)(m)

k=1
logo

gtf(%fil) — (o 4 1)(m).

Corolario 6. Da identidade

-0 =3 (G ) -0to

k=0

igualando os termos constante em cada uma tem-se

(D> [ [(zx) = 2m + 1)

ks km
tg? = (2 1).
1_[19(2m+1) (2m +1)

Corolario 7.

n

senne =37 (L") (-DF(sen) 2 cosy 2

— 2k +1

dividindo por (cosx)" segue

sennz = i (%Z 1) (—1)k(tgz)2F+!

k=0
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fazendo tgxr =y

cenna = yz (50 1) 0w

, .. . , . n , .
com n impar o limite do superior do somatorio trunca em — que é natural pois n
impar implica n — 1 par, logo divisivel por 2

n—1

sennz = y; (%Z 1) (—1)%(y)*

m
Tomando x = — com k = 0 até n — 1 tem-se sen(nz) = 0 logo temos n raizes do

n
A . , km
polindmio, ignorando a raiz 0 podemos fatorar com as n — 1 raizes z = tg—
n

n—1

> (%Z 1) (1) (y)* = Cﬁ(y )

k=0 k=1

n—1

descobrimos ¢ usando o coeficiente de y" ' que no polinémio é (—1) 2z usando o termo

constante do polinomio deduzimos que

(1) (-1 [[ () =

n—1
[T@) =n(=1)"F (-1)*F =n(-1)"=
k=1
logo
n—1 ]{? -
[Tt~ = n(-0"
k=1
= k 2m (2 )
1.1.10 ZcossecQ( T ) = m(2m +2)
— 2m + 1 §)

Corolario 8. Usando as identidades

cotg’z + 1 = cossec’x

- km 2m(2m — 1)
tg* =
;COQ G 1 6
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m
aplicando Z em ambos lados na primeira identidade (com argumento alterado do modo

k=1
da segunda) segue

km 2m(2m + 2)

]}:1009 (2m+1)+m k§:1cossec (2m+1) 5

Propriedade 4. Vale

sen(x — 1)0.cos™(0)

A sen(0)

= cos"(0).cos(z0).
Demonstracao.

Asen(a: — 1)0.cos™(0) _ sen(x)f.cos () — sen(x — 1)0.cos®(0) _
sen(6) sen(6)

[sen(z0).cos(0) — sen(x — 1)0]cos™(0)

sen(6)

porém temos que
sen(z0).cos(0) — sen(x — 1)0 = sen(z0).cos(0) — sen(xd).cosl + sen(0).cos(z0)

logo
sen(x — 1)0.cos™(0)

sen(0) = cos"(0).cos(z0).

A

sen(x )6 Cos (9) — Cosx<0)_008(339) tem-se

Corolario 9. Aplicando a soma Z em A

—1 sen(0)
" cos® cos(zt) = sen(z — 1)0.cos”(0) """ sen(n)f.cos"+(0)
;cos (0).cos(x0) = sen(0) X sen(0)
n Sen(ne)‘cosn+1(0)

Z cos®(0).cos(xf) = sen(0)

z=1



