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Capitulo 1

Somatorios

Esse texto ainda nao se encontra na sua versao final, sendo, por enquanto, con-
stituido apenas de anotagoes informais. Sugestoes para melhoria do texto, correcoes
da parte matematica ou gramatical eu agradeceria que fossem enviadas para meu Email

rodrigo.uff.math@gmail.com.

1.1 Operador diferenca A e F

O operador diferenca é de fundamental importancia no tratamento de somatérios, com
ele expressamos a propriedade que veremos ainda nesse texto que é chamada de soma

telescépica, com a qual é possivel descobrir férmulas fechadas para alguns somatérios.

Definicao 1. Dada uma funcao f : R — R definimos o operador A que leva uma fungao

f:R— R em uma funcao Af : R — R dada por
Af(x) = flz+1) = f(x).
Defini¢ao 2 (Poténcias de A). Definimos
Af(x) = f(x)

A f(2) = A" f(z + 1) — A" f(2).
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Defini¢do 3 (Operador E.). Dado h € R definimos o operador E" que leva funcoes
f: R — R em uma funcdo E"fR — R, dada por

E"f(x) = f(z + h).

Observe que Af(z) = f(z + 1) — f(z) entdo escrevemos A = E — 1.

1.1.1 Delta de Kronecker

Definigao 4 (Delta de Kronecker). Dados a,b em um conjunto qualquer A nao vazio,

definimos a funcao 0A x A — R como

se a # b.

se a=b.

1.2 Poténcia fatorial

Definigao 5 (Poténcia fatorial ). Definimos a poténcia fatorial de passo h e expoente n

e base x como

comn e N,z heR.

Com n = 0 usamos o produto vazio

-1

zOh = H(a: —kh) = 1.

k=0

Usaremos em especial o caso de h =1
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Definigao 6 (Poténcia fatorial expoente negativo). Podemos definir a poténcia fatorial

para valores inteiros, definindo

1
(=n, h) __
€T —=
(x + h)
paran € N.
1
(—TL, 1) - - @@
! (z+ 1) D
Observe que ela é valida para n = 0 também pois
1
(_0’ h) — i T ————
v L=aanem =1

(7”’7 h)

Propriedade 1. z representa o produtorio

(= h) _ 1 ﬁ
(x + h)(z + 2h)...(x + nh) (x + hk)

k:l

Propriedade 2. Vale a propriedade
Alazx + b)(p+1’ @) — a(p+1)(azx + b)(p’ @)

para p inteiro.

1.3 Definicao de somatério

Vamos comecar definindo somatério recursivamente.

Definigao 7 (Somatério).

a-+p a
> fk) =) g(k)=g(a) se p=0
k=a k=a

a+p a+p—1

Zf(k’) Zf + fla+p) se p>0 a€Z,peN.
k=a

f deve ser uma funcao deﬁnlda num conjunto que contenha® [a, a +p|z, em geral nesse
texto vamos considerar f definida em Z ou em R tomando valores num conjunto A munido

de uma adigao +, que possua as propriedades comutativa

at+b=b+a

'Usaremos a notacao [a,a + plz := [a,a 4+ p| N Z, em geral [a,b]4 := [a,b] N A
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, associativa

(a+b)+c=a+ (b+c)

, existéncia de elemento neutro 0
a+0=0
e existéncia de inverso aditivo para cada elemento do conjunto
a—a=0

onde a,b e ¢ sdo elementos arbitrarios do conjunto A. Tais propriedades dizem que (A, +)
é um grupo abeliano. A poderia ser , por exemplo , o conjunto dos niimeros complexos C ,

dos nimeros reais R ou dos inteiros Z. Na maioria dos casos iremos considerar f : Z — R.
a-+p

Em E f(k) chamamos o nimero a de limite inferior do somatério o nimero a+p=b
k=a

de limite superior, f(k) é chamado termo do somatério e k argumento, indice ou varidvel,

nesse caso diremos que estamos aplicando o somatério de f(k) com k variando de a até

b. O nimero inteiro a + p é igual a um nimero inteiro b > a assim escrevemos

b

> f(k)

k=a

b b
podemos escrever também Z f(k) para simbolizar Z f(k), quando ficar claro que es-

a k=a
tamos aplicando com k variando.

O somatorio definido acima representa formalmente a soma

fla)+ fla+ 1)+ ...+ f(b—1)+ f(b).

Essa notacao para somatoérios é chamada de notagao sigma, a letra Z ¢ a uma letra
grega maiuscula que é corresponde a nossa letra S , tal notagao foi introduzida por
Leonhard Euler (1707-1783), matematico suico considerado um dos matematicos mais
prolificos da histéria. Euler introduziu as notagoes f(z) para fungao, e para o nimero

o
irracional que é valor da série E =k ¢ para a unidade imaginaria, niimero cujo quadrado

k=0
é —1 entre outras notacoes.



CAPITULO 1. SOMATORIOS 7

b
Alguns autores usam o indice ¢ no somatério E f(k), normalmente nao usaremos

i=a
indice i, deixando essa letra reservada para o numero complexo.

Vejamos alguns exemplos de somatorios.

Exemplo 1.
a+1

Zf Z (k) + fla+1) = f(a) + fla+1)

k=a

a+2 a+1

> f(k) Zf )+ fla+2) = fla)+ fla+1) + f(a+2)
k=a
Um exemplo com nimeros

Exemplo 2.

DR =D fR)+fB)= ) fk)+ f(2 Z flk +f(2) + £(3)

k=-2 k=-2 k=—-2 k=-2

Zf 0)+ f(1)+ Zf D+ f0)+f(1)+f(2)+ f(3) =

k=-2 k=-2

= J(=2) + F(=D) + f(0) + f(1) + f(2) + f3).

Propriedades do somatorio.

As propriedades nesta secao sao as propriedades béasicas para manipulacao de somas,
sendo que a maioria - se nao todas - as outras propriedades neste texto sao decorrentes
delas.

Vamos entao enunciar e demonstrar as propriedades basicas de somatorio que serao
usadas nesse texto! As demonstragoes mais basicas serao feitas usando indugao, ire-
mos sempre manipular os somatorios a partir da definicao por recorréncia, nao usaremos

reticéncias para simbolizar os somatorios.

Propriedade 3 (Varidavel muda).
b b
D IR =) fy)
k=a y=a
Se os somatdérios estao sendo tomados em limite iguais e com a mesma fungao, nao importa

o simbolo usado para a variagao, as somas sao iguais.
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Linearidade

Um operador T' é linear quando faz
Tlaf(x) 4 bg(x)] = aT'f(x) + b.Tg(x)
vamos mostrar entao que o somatorio é linear

Propriedade 4 (Linearidade do somatério).

c=d+p c c

> laf(2) +bg(@)] =a) [f@)]+b) lg(@)]

r=d d d

Comdece Z. ab e R.

Essa propriedade diz que
[af(d) + bg(d)] + [af(d+ 1) +bg(d + 1)] + - - + [af(c) + bg(c)] =

=alf(d)+ f(d+1)+... f(c)] +blg(d) +g(d+ 1)+ ...g(c)].

Vamos demonstrar por inducao.
Demonstracgao.

Por indugao sobre p. Para p = 0 temos

(d+0) (d+0) (d+0)
D laf(x) +bg(x)) =a Y [f@)]+b > [g(x)]
(z=d) (z=d) (z=d)

= af(d) +bg(d)

aplicando a definicao aos dois termos.

Hipoétese da inducao. Parap=n — 1

(d4+n—1) (d4+n—1) (d+n—1)
Y laf@) +bg@)=a Y [fl@)]+b Y [9()]
(2=d) (a=d) (a=d)

Prova parap=n

(c=d-+n) (d+n—1)
3 [af<x>+bg<x>]—[ 3 [af<x>+bg<x>1} +af(e) + bg(o)
(z=d) (z=d)
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(d+n—1) (d+n—1)
=a Y [f@)]+0b Z )] +af(c) + bg(c)
(z=d)

pela hipdtese

(d+n—1) 1 (dtn—1)
o X e rare] < o S o)+ ]

(v=d) / (v=d)
~| S+ 50 + b[(dil)[gu)} +gfe)]
(v=d) . (z=d)
(c)
= aLg f(z ] L;)g(x)} .

Propriedade 5 (Comutatividade). Os somatérios comutam, nao importa a ordem em

que voce aplica dois somatorios o resultado é sempre o mesmo.

d b

Zb: Zd: => D fkp)

k=a p p=c k=a
Demonstragao. Vamos provar por inducao, tomando d = ¢ + t e induzindo sobre .

Para t = 0 temos

S fkp) = [f(k Z Zf (k,p)] = Z[f(k c)]

k=a p=c k=a p=c k=a

tomando a validade para t, vamos mostrar valida para t + 1

b cH+t c+t b
ZZ}‘ ko) =Y 1) f(k,p)]
k=a p p=c k=a
temos que mostrar
b ettt ctt+1 b
D> )= ) D fkp)
k=a p=c p=c k=a

Aplicando a definicao de somatério

S flkp)] —ZZf (k. p)] Z (k,t+1)]

aplicando a comutatividade da hipotese

=ZZf (k. p)] Zf(k,tﬂ)]

k=a p =a
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agora pela linearidade do somatorio

b cHt b ctit+1
212 S pl+ St + D] = D 13, Sk
k=a p k=a p=c

Propriedade 6 (Abertura). Essa propriedade mostra que podemos abrir um somatdrio

em dois somatorios.

S FER)Y =D+ > fk)

k=a k=a k=s+1

Parap>s+1es>a. B equivalente a

S fm= S f) -3 Fk)

Demonstragao. A demonstracao sera feita por inducao sobre t, se t = 0 temos

s+1 p=s+1
> f) = S Zf fs+1)
k=s+1 k=a

Temos como hipdtese da indugao para ¢

s+1+¢ s+1+¢
2 Jw =5 1l -3 5w
k=s+1 k=a

temos que provar para t + 1

Y. fk) = Z f(k) = Zf()

Pela definicao de somatério temos que

s+1+t+1 s+1+4t s+1+4t
Sofk) =D fR)+fs+1+t+1) = Zf Z )+ f(s+1+t+1)
k=s+1 k=s+1 k=a
p=s+1+t+1 S s+1+t+1
= Yt =D fky= Y [k
k=a k=a k=s+1

Propriedade 7 (Mudanga de varidvel).

b+t

D fky=> flk—1t)

k=a+t
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sendo ¢ um numero inteiro.
Demonstracao.

Demonstracao por inducao. para b = a temos

a a+t
Y k) =fla)= Y fk=t)=fla+t—1)=f(a)
k=a k=a+t
vamos tomar por hipétese a validade para b =a + p
a+p a+p+t
D ofk)y=> flk—1)
k=a k=a+t
e provar parab=a+p+1
a+p+1 a+p+1+t
Y fky= > fk-1)
k=a k=a+t
pela definigao temos
a+p+1 a+p a+p+t
S fR)Y =D fk)+ flatp+1l)= > flk—t)+ flatp+l+t—t)
k=a k=a k=a+t
a+p+i+1
= > flk—1)
k=a+t

Se algum numero inteiro é somado aos limites do somatoério o mesmo nimero deve ser
subtraido na funcao que é somada, por exemplo, se esta tomando somatério sobre uma
fungao f(k) com k variando de a até b, se somar um nimero ¢ ficando com somatério de
a+t até b+t deve-se subtrair esse nimero t da funcao que esta sendo somada, ficando

f(k —t) para que o somatério continue igual.

Y k)= flk—1).

Propriedade 8 (produto por —1). Essa propriedade diz que podemos multiplicar os
limites do somatério por —1, ficando entao com limites trocados , simétricos e o somando

multiplicado por —1
b

SR = F(R)

a
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Demonstragao. Por indugao, para b = a temos

S S = fla) =3 f(-

Tomando como hipétese a validade para b
b —a
PIOEDINIC
a —b

vamos provar para b+ 1
b+1

S =3 (-

—b—-1

Pela definicao e pela propriedade de abertura temos

b+1 —b—1 —a —a

> f(k) Zf )+ f(b+1) = f(b+1) +Zf = f=R)+> (k) =D f(=k).

Corolario 1 (Troca de ordem).

STHR) = flat bk

Demonstragao. Essa propriedade decorre das propriedades de mudanga de ordem e

produto por (—1),entao vamos a demonstracao. Temos que

b —a
S =3 (-
a —b

fazendo uma mudanga de varidavel no segundo somatério , somando a + b aos limites,

ficamos com
b b b

DR =D f=k—a=b) =) flatb—Fk)

a a a

logo

S I =3 fla+b—k
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Propriedade 9 (Revertendo a ordem da soma). Vale a propriedade
n k n n
DD fhd)y =D flk4).
k=a j=a j=a k=j
Demonstragao. Vamos provar por indugao sobre n, para n = a temos
a k a a a a
D> fhkd) =) fla,§) = fla,a)=> > f(k,j) = flk.a) = f(a,a).
k=a j=a j=a j=a k=j k=a

Supondo a validade para n, vamos provar para n + 1

n+l k n+1 n+1

DD Sy =32 > f(k.j)

k=a j=a Jj=a k=j

temos que
n+l k k n+1 n+l
> (k) ZZf(/faj)+Zf(n+1J Z ks g)+ D fnt1,5) =
k=a j=a =a j=a Jj=a =
n n n n+1
=Yk )+> ] fnt1, f)+f(n+1,n41) ZZ fk,j +Zf (n+1,5)+ Y f(k,n+1)
j=a k=j j=a j=a k=j j=a k=n+1
n+1 n  n+l n+1
Zka]+fn+1j kan—i—l Zkaj —i—kan—i—l
j=a k=n+1 j=a k=j k=n+1
n+1l n+l
= Z Zf (k,7)) 0O.
Jj=a k=j

Caso especial se a = 0

n k n n

> k) = f (k. )
k=0 5=0 7=0 k=j

1.3.1 Exercicios

1. Calcule as somas numericamente pela definicao de somatorio:
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() D1

k=—17
3
(d) Z k, para n > 0, inteiro.
k=3
(e) Todo niimero real pertence a um e somente um intervalo do tipo [n,n + 1),

onde n é inteiro, a cada real nesse intervalo associamos o nimero n pela fungao

4
|z] = n, que é chamada de fungao piso. Calcule a soma ZL\/EJ
k=1
100
(f) Calcule Z k. O matematico Gauss teria calculado essa soma com 10 anos de

k=1
idade sem nenhum célculo.

2. Demonstre as propriedades usando a defini¢ao recursiva de somatério.

b b b
(a) Linearidade Y (cg(k) + df (k) = c > _g(k) +d Y _ f(k)
k=a k=a k=a
b d d b
(b) Comutatividade Y >~ f(k,p)=> Y f(k.p)
k=a p=c p=c k=a
c b c
(c) Abertura " f(k) =Y f(k)+ >_ f(k)
k=a k=a k=b+1
b b+t
(d) Mudanca de varidvel Z f(k) = Z flk—1)
k=a k=a-+t

(e) Produto por —1 Zf(k) = _Z f(=k)

b
(f) Troca de ordem Z f(k) = Z fla+b—k)
k=a

k=a

n k
(g) Reverter ordem da soma Z Z f(k,j) = Z Z f(k, 7).

k=a j=a j=a k=j

3. Demonstre usando as propriedades anteriores

(a) Demonstre
b

D Uk +1) = f(k)] = f(b+1) = f(a).

k=a
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Essa propriedade é chamada de soma telescopica e f(k + 1) — f(k) pode ser

denotado como Af(k) = f(k+1)— f(k), f(b+1)— f(a) pode ser escrito como
b

f(k)|°™, entdo a propriedade pode ser escrita Z Af(k) = f(k)|>.

k=a
b b

(¢) Se f é uma funcao fmpar entao Z f(k)=0

k=—n

(d) Se f é uma fungao par entao z”: f(k) = f(0)+2 Z f(k).

k=—n k=1
(e) A fungao delta de kronecker é definida como

Osen #k
5(n,k>={

lsen=%k

Demonstre que se n é um numero tal que a < n < b, n € Z entao

b

> F(B)Swy = f(n).

k=a

1.4 Equivaléncia entre definicoes de somatorio

Conseguimos demonstrar a propriedade de abertura através da definicao de somatorio ,
agora mostraremos que a definicao de somatorio pode ser demonstrada com a propriedade

de abertura, isto é, sao equivalentes.

Yo f@ = fk)+ Y fk).

k=s+1
Coms>a,b>s+1,ba,s € Zecom condicao inicial

> fk) = flo).

Ve e Z.

Para demonstrar a outra defini¢ao basta tomar b = s+ 1, ficamos entao com o somatério

b b—1 b b—1

S f@) =D fR) 4D fR) =D f(k) + f(b).

k=a k=a k=b k=a
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Definicao 8. Faremos mais uma expansao de defini¢ao

Se a > b. Diremos nesse caso que temos um somatério sobre o conjunto vazio, pois a
soma é sobre o conjunto A = {k € N | a < k < b}, se a > b esse conjunto é vazio , por
exemplo se a =3 eb =20 conjunto A = {k € N | 3 <k <2} =0, simbolizamos essa

propriedade como
> f(k)=o0.
ke

Essa definicao permite abrir por exemplo escrever

n n—1

D k) =) fk)+ f(n)

k=0 k=0
Mesmo quando n = 0 pois temos

-1

D fk) = flk) + £(0)

k=0 k=0
Como 0 > —1 o termo com esses limites é 0, entao

-1

D k) =) f(k)+ £(0) = f(0).

0
k=0 k=0
O somatoério pode ser aberto por valores menores,

n

STHHR) = FO) + 3 (k)

Se n = 0 temos .

D Fk) = f0)+ ) f(k) = £(0) + 0 = f(0)

0
k=0 k=1
Pela definicao.

Defini¢ao 9. Somatdrio sobre fungao constante. Se temos uma funcao constante f(k) =

¢, escrevemos o somatorio
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Propriedade 10.

3

1=n
k=1

para todo n natural, demonstramos por indugao, para n = 0, temos a igualdade, pois

temos somatorio sobre conjunto vazio sendo 0, seja agora valida para n, vamos demonstrar

paran + 1
n+1 n
d1=>1+1l=n+1 O
k=1 k=1

1.4.1 Notacao compacta versus reticéncias

Neste texto decidimos usar a notagao compacta de somatoério Z , quase sempre, ao
invés de usar reticéncias (pontinhos) --- ao manipular os somatdérios. Na segdo anterior
demonstramos propriedades béasicas para manipular somas usando a notagao compacta.
Usando elas seremos capazes de calcular todas ( ou quase todas) somas que aparecem
neste texto. A notagao compacta pode ser ttil para economizar espaco, nao precisando

escrever pontinhos e varios termos somados

k=1

Ao usar pontinho, deve-se escrever o termo geral do que se estd somando, para evitar
ambiguidades, por exemplo

1+ +n

n
seria uma maneira valida para escrever a soma E k, porém
k=1

1424

Figura 1.1: Proibido uso de pontinhos
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nao seria uma maneira valida para expressar a soma finita, tanto pelo motivo de
parecer expressar uma soma de infinitos termos, quanto pelo fato de que nao sabemos a
expressao geral do termo que estd sendo somado, poderia ser soma de uma sequéncia (z,)
tal que 1 = 1,29 = 2 e x3 = 300, por exemplo. Se o termo geral nao é dado, a sequéncia

poderia ser de varios tipos distintos . Uma soma infinita deveria ser expressa da forma
1+ 4n+---

onde n simboliza o tipo de termo que esta sendo somado, nesse caso a soma ¢é infinita, na

notacao compacta seria

> k.

00
k=1

1.5 Primeiras técnicas de Somatorio

1.5.1 Soma telescépica ou soma da diferencga

Propriedade 11 (Teorema fundamental do calculo de diferengas finitas, parte I -Soma

telescopica.).
b+1

> Af(a) = f(x)

a

b+1

= fb+1) = fla) e Af(x) = flx+1) — f(x).

a

ondef(x)

Deducao
fla+1) = f(a)
fla+2)— fla+1)

fla+3)— fla+2)

f(0) = f(b—1)
fo+1) = f(b)

Somando esses termos ficamos com

fo+1) = f(a)
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Demonstragao.
Xb:Af(x):zb:f(erl)—Z Zf:c+1 )+ f(b+1) — Zf
z=a r=a z=a z=a+1
fazendo uma mudanca de varidvel no segundo somatorio
zgf(:c+1+fb+1 foJr fla)=f(b+1)— f(a). O
Lemma 1 o

b
d hx)=0VabeZ < hx)=0VreZ

Demonstracao. Se h(z) = 0 para todo z inteiro vamos provar que

> h(z)=0.

a

Por indugao, no caso de b = a temos

> " h(z) =h(a) =0

Vamos tomar como hipétese a validade para b

> h(z) =

e provar para b+ 1
b1

> h(z) =

Temos que
b+1

Zh Z )+ h(b+1)=0+0=0.

a

Agora vamos provar que se
b

> hz)=0VabeZ

a

entao

hizx) =0 Ve Z
Tome b = a, assim temos

> h(z) =h(a) =0

Como essa igualdade vale para todo a inteiro, entao a funcao é igual a zero para todo

inteiro.
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Teorema 1 (Teorema fundamental do cdlculo de diferengas finitas , parte II). Se

b+1

b
> g(z) = f(x) Vabe Z = Af(z)=g(z)VzeZ

a

Demonstracao. Considere g(z) # Af(z), entdo g(z) = Af(x) + h(z) tomando o

somatorio temos

D g@) = Af(x)+ Y h(z)=f(x)| +>_ hlx)

que ¢ diferente de

pois se fosse igual, o termo
b
> i)
a

seria igual a zero para todo a e b inteiros, e pelo lema implicaria h(z) = 0 para todo

inteiro = assim terfamos a igualdade g(x) = Af(z).

1.5.2 Diferenca do somatodrio

Vamos aplicar o operador A ao limite superior do somatorio, chamando o somatério

com limite superior = de f(z)

Af(x) =AY dk)=> d(k)=> d(k) =Y dk)+dx+1)=> d(k) = d(x+1) = Ed(z).

aplicando A™*! no limite superior, temos

T

A f () = AT D d(k) = AM[AY d(k)] = A"d(x + 1))

k=a
Entao temos que o operador A aplicado no limite superior do somatério devolve a
funcao somada aplicada no limite superior. Porém se a funcao que estiver sendo somada

tenha alguma dependéncia com o limite superior ficamos com

Af(x) = Ai d(k,z) = ‘”Z d(/{f,ﬂf—l—l)—i d(k,z) = id(k,x+1)+d(x+1,x+1)—i d(k,z) =.

> Ad(k,x) +d(x+ 1,2+ 1).
k=a
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Agora vamos aplica A ao limite inferior do somatorio.

T

AY fR) =D fe) =D fk) =D fk)=fla)= Y f(k)=—f(a).

k=a+1 k=a+1 k=a+1
Entao vale

AY (k)= f(n+1)=Ef(n)
k=a
o operador delta ”destréi” somatérios.

Lemma 2.
Ah(z) =0<=h(x)=c Vo € Z
Demonstracao. Se h(z) = ¢ Vo € Z temos Ah(x) = h(x + 1) — h(z) =c—c = 0.
Agora, se temos Ah(z) =0 Vo € Z isso implica h(z + 1) — h(z) = 0 = h(xz + 1) =

h(z) Yz € Z, chamando esse valor de ¢, temos que h(z) = ¢ Vz € Z.

Teorema 2.
Af(z) =Ag(x) Ve e Z = f(z) =g(x)+¢

Demonstracao. Se f(z) # g(x)+centao f(x) = g(x)+c+h(x), com h(zr) uma fungio
nao constante, aplicando o operador A em ambos os lados temos A f(z) = Ag(x)+Ah(x),
pelo lema anterior, como h(x) nao é constante Ah(z) # 0 para algum x, logo Af(z) #
Ag(x).

Demonstracao.[2] Seja a fungdo h(z) = f(z) — g(z) aplique o operador Delta de
ambos os lados, Ah(z) = Af(z) — Ag(xz) = 0, pois Af(x) = Ag(x) com isso pelo lema
temos que h(z) =c= f(x) — g(x), logo f(x) = g(x) + c.

Demonstracao.[3]

Af(x) = Ag(x)

aplicando o somatério em ambos lados com z variando de 0 até n — 1, temos

ST Af() = f(n) — £(0) = 3 Ag() = gln) — 9(0)

sse
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1.6 Primitiva finita

Defini¢ao 10. Uma primitiva finita de uma fungao f(x) é uma funcao g(z) tal que

Exemplo 3. g(z) = z é uma primitiva finita de f(x) = 1 pois, Ag(z) =1 = f(x), para
toda constante ¢,  + ¢ também ¢é primitiva finita de f(z) = 1.
Defini¢ao 11. Sendo g(x) uma primitiva finita de f(x), para toda constante ¢, g(x) + ¢,

também é primitiva de f(z), pois Alg(z) 4+ ¢] = Ag(z) = f(z) a familia de primitivas

finitas de f(z) serd representada por

> fla)=glx)+c

usaremos a notagao
> f(x)
T

para representar que o somatoério indefinido é em relacao a variavel x. Uma primitiva
finita de f(z) serd denominada somatdério indefinido de f(x), Z f(z) serd chamado de

somatorio indefinido de f(z) e o somatério

b
> f@)
chamado de somatdrio definido. Observe que se temos uma primitiva finita de f(x),

podemos resolver o somatério em qualquer intervalo inteiro, pois temos g(x) tal que

Ag(xz) = f(z), aplicamos o somatério em ambos lados

Isto é se temos o somatdrio indefinido de f(z)

> fx) = g(x)

passamos para o somatério definido da seguinte maneira

=9(b+1) —g(a)

S f(a) = g(a)

a
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para calcular o somatério definido através do indefinido, podemos tomar ¢ = 0 pois

qualquer outro valor se anula quando se toma limites no somatério.

> f@) =

, aplicando A em ambos lados temos

Da igualdade

A fx) = Alg() + d = Ag(x) = f(x)
logo

AY fz) =

Propriedade 12 (O somatério indefinido é linear).

Zaf( + bg(z —aZf —i—ng(x)

Demonstragao. Aplicando delta em ambos termos temos
A af(x)+bg(x) = af () + bg(x)

Alad fl@)+b) glw) = aAZ fl@) + DAY g(w) = af(w) + by(x)

logo vale a propriedade.

1.7 Férmula de Interpolacao de Newton

Vamos deduzir informalmente a férmula de interpolacao de Newton, que permite es-
creve uma sequéncia como soma das suas diferencgas.
De A =F — 1 tem-se A + 1 = F, elevando a n, tem-se

n

E'=(A+1)"=Y (Z)Ak

k=0

aplicando em f(0) tem-se

B (0) = f) =Y (Z)AW(O).

k=0
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Vale entao que
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