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Capitulo 1

Somatorios

1.1 Outras propriedades de somatorios

Propriedade 1. Se f é uma funcao impar entao

z”: f(k) =0,Yn € Z.

k=—n
Demonstragao. f é impar quando f(—k) = —f(k), no caso f(0) = f(—0) = —f(0),
2f(0) =0, f(0) = 0, abrimos o somatério

n n

> fk)=0= Z FORY+ D fR) 4> f(R) ==Y f(R)+D_ fk)=0

k=—n k=1 k=1
=f(0)=0

Onde usamos a propriedade de abertura e produto por —1.

Propriedade 2. Se f é uma funcao par, entao

n

Y fR)=f0)+2) f(k)

Demonstracgao.
S0 = 3 F ) 10+ 30 1) = 3 FR 10+ S S0 = £(0)+2 3 f(b)

Corolario 1. Se f é par e f(0) =0 temos

n

> fley=2> " f(k) =2 f(k).

k=—n k=0

3



CAPITULO 1. SOMATORIOS 4

1.1.1 Delta de kronecker e somatoério.
Defini¢ao 1 (Delta de kronecker). A funcao delta de kronecker é definida como

Osen #k
O(n,k) =
lsen=%k

Propriedade 3. Se n é um numero tal que a < n < b, n € Z entao

Demonstracgao. Podemos abrir a soma em n

b n b
> F(E)mr) = Zf Sty + > FE)Smmy+ > (k)8 = f(n)
k=a k= | ic:nJrl |
;,0 :;En) ;,0

a ultima e a primeira soma sao zero pois s6 possuem indices k diferentes de n e nesses

indices o delta de kronecker é zero.

1.2 A técnica de somatdrios por partes

Vamos calcular alguns somatoérios cuja solu¢ao pode ser feita através da técnica de
somatoério por partes.

A férmula de soma por partes nos da

Zg )Af(x wa ()

Teorema 1 (Multiplos somatérios por partes.).
> glx).Af ZM DFATRER f(a) + (1) Y A g(a) AT E" f(x)

Demonstragao. Para n = 0 temos

0

Y g@).Af(x) =Y Algla).(~)FATE f(2) = ) Ag(2)Ef(a

- Z Ag(z)E
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que vale. Supondo a validade para n
> gl)Af ZA'“ DFATFE! f(a) + (=)™ Y T A g(a) AT EM f(x)

vamos provar para n + 1

n+1

> g(x)Af(x) =) AFg(z).(~1)FATFER f(z) + (—1)" > AMPg(a) AT E f ()

k=0

aplicando o somatorio por partes no somatorio
Z An+lg($)A_nEn+1f<l’) _ An+lg($)A_n_1En+1 Z An+2 A n— lEn+2f( )
e substituindo na hipdtese chegamos no que queremos mostrar

> (@)A1 Z ARg(2).(~1FATEE f(w) 4+ (—1)"H YD A g() AT f () =

= 3" Atgla)-(~)FATFER () + (1AM ) A B ()

k=0
n+2 ZAn+2 A n— 1En+2f( )
n+1
=3 AFg(a) (~1)FATFERf(2) + (1) ATRg(a) AT EM P f(2) .
k=0

1.2.1 Somatérios de poténcias

Exemplo 1.
P
podemos tomar g(x) =z e Af(z) =1, assim temos Ag(xz) =1 e f(x) = x e ficamos com

Zx—x —Zx—l—l =z —Zx—lexZ—Zx—x

logo QZZB = 22 — x assim
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Exemplo 2.
2
tomando g(x) = x temos Ag(x) = 1 e tomando Af(z) = x temos f(z) = xz(z — 1)/2

ficamos com

(x—1) 2?2 z(x—-1) z(x-—-1) 1 2 z(r—1)2z—-1) x?
B R P Y S R LD S 2.2 25
9 1 9 3 9 Tl —1)2x—1

logo

1.2.2 Somatérios do tipo Zg(:zc).cf’j

Usando a férmula

Yo g(a).Af (@) =Y Afg(a).(~)FATFERf(@) + (=1)" Y A g(a) ATNE f(x)

tomando Af(z) = a” temos f(x) = ¢ T e AFf(z) = (a —1)* a 1= (a —1)"1a® de
a— a—
onde segue
A f(z) = (a— 1) e
e

ATRERf(z) = a*(a — 1) a®
Corolario 2.

> gla)at =" Ay@a (1) + Cy™ e > atAmg(x)

— ((I _ 1)k+1 (CI, _ 1)n+1

Corolério 3. Seja g(x) um polindémio de grau n, temos que A" g(z) = 0 logo escrevendo

Zg(x)a:c _ Z A g(:r:)a (_1) a® + (_1)n+ an—l— ZaxAn+lg($) _

— (a _ 1>k+1 (CL _ 1)n+1

— ZQ(I)CLJE _ . Akg(l')ak(—l)kaac

= (a — 1)k+1
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1.2.3 Soma Z 7>

Exemplo 3. Se g(z) = 2% temos

2

ZIQCLZ _ Z AFz2ak(—1)ka® r?a” (2x 4+ 1)aa® 2a’%a®

G- (a1  (@—12 ' (a—1)

k=0
aplicando a soma com limites

‘L, . z¥® (x4 1)ad®  2a2a” |7
S -

(a—1)  (a—12 @ (a—1p|

Z s o (b+1)2a" (20 + 3)aa®™  2a2a"! *a¢ (2¢ + 1)aa® 2a%a¢
réa® =

2. (a—1) @—12 " a—1PF @=0" (a=12 (@=1p

tomando ¢ = —1 na soma indefinida

=) (<27 (-2
Se aplicamos limites [0, n] temos

~ o e sl@— (=1
;x (1) = 5

Exemplo 4 (Olimpiada Canadense de matematica 1974-Problema 1 parte 2.). Mostrar

S a1y = <<w 2z +1)(=1)  2(=1) ><_1)x (—22 +42x)(—1)“" x(x—1>2(—1)w+

M )m)-1
2

0

que
n

D (=DFE = (-1 i k.

k=1
Pelo ultimo resultado temos

k=0

multiplicando por —1 temos

Z

n

n(n+1
w = Zk: Podemos demonstrar de outro jeito, usando a pro-

2
k=1
priedade que f(n) = g(n) sse Af(n) = Ag(n) e g(a) = f(a), para a inteiro e funcoes de

e sabendo que

Z. Temos aplicando A
(=D)"(n+1) = A (—1)'%
k=1
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AD™ Y k= (1" ) k+(=)"Y k= (=1"(n+1)+2(-1) (n)(n‘;‘l)

temos entao que as diferencas sao iguais e

1

1
()R = (-1 = 1= (1)’ k=1

k=1 k=1

logo as expressoes sao iguais.

1.24 Asomaz:a:?’aj

Exemplo 5. Calcular
Zx?’afc.

Temos

3 Ak?, 1)k:c
Z Z a_1k+1 -

= (A%?)a®  (Az®)aa® . (A%%)a%a®  (A%2®)aPa”
(a—1) (a—1)2 (a—1)3 (a— 1)t

tomando as diferencas tem-se

a’ = — + -

z2a® (#%)a®  (3z* + 3z + 1)aa®  (6z + 6)a*a®  (6)a’a”
Z (a—1) (a—1)2 (a—1)3 (a— 1)

caso a = —1 temos

Z$ —4ZB —{—86x —1)( 1)

> (1) = %(1 + (=1)*(=1 + 6n* + 4n?)).

Corolario 4. Aplicando o somatério com limites definidos, temos

d " Akg(x)ak(—=1)ka®
Z::g(x)ax = Z g((a)_ 1()k:+1)

k=0

d+1

[

em especial se |a] < 1 e fizermos o limite superior tender ao infinito temos

> " Akg(z)ak(—1)kar | "L ARg(z)ak(—1)k e
Zg(x)azzz g((a)_l(>k+1) :Z gr)e ] -

(a1

¢ k=0
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colocando a em evidéncia em (a — 1), temos a(1 —1/a), elevando a k + 1 temos (a —1)* =

a1 (1 — 1/a)**! substituindo no somatério temos
Ak k+1 )k+1 c—1 n Akg(x)(_l)k+1&6—l
- Z ak—i—l Lyktl - Z (1— Lyt -
k=0 a

tomando b = 1/a e fazendo 1 — b = (—=1)(b — 1) elevando a k + 1 temos (1 — b)*™ =

(=1 (b — 1)* ficamos com

n Akg(x)(—l)kﬂac_l AF g
= (C1)F+H(p — )b+t ; b 1 ) Zg

k=0
entao
o n AFg(x)
> g(@)a’ =a
r=c k=0 (b - 1)
se ¢ = 1 temos
n Akg(a:)
_ =1
Z g\x - — (b—1)k+1

com Ag(x) aplicado & = ¢ no caso geral e ¢ = 1 no 1ltimo caso.

Corolario 5 (Série geométrica).

n Akg(a;)

st -

k=0

1 1 1-—
Tomandoc=0eg(x) =1temosb=—b—1=—-—1= ¢
a a a

o AF1

iaz OIZ :31:1 .
k=

—a) al—a 1—a
=0 0

oo
2 o=

Exemplo 6. Mostre que
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para z > 0. Tomamos g(z) = 1 logo de grau 0 = n temos a = e~ | logo b = €*, aplicando
a formula temos

A*1 A1

0o 0
1
—-pT _ — =1 __
;6 kzo _1 k+1 (61_1)1 et — 1

Exemplo 7 (Soma geométrica). Seja g(z) = 1, ele é um polinomio de grau 0, entao

Za _ Z AFlak(—1)*a® _ A%1a’(—1)%" _a

(@ — 1)k+1 (a— 1)1 a—1

se aplicamos limites temos

n+1 nt+l

a—1

n
> at =
r=1
podemos resolver de outra maneira, temos que Aa” = a®(a — 1), assim

ZAax:az:Zax(a—l)

, logo se a # 1 podemos dividir de ambos lados por a — 1 ficando com

xT

. @
Za T a—1

Exemplo 8. Se g(z) = x temos um polinémio de grau 1 entao

Zxa Z AFzaf(—1)Fa™  Aa(—1)%" = Alza'(—1)'a”
o prd (a — 1)k+1 - (a — 1)1 (a —1)t+1

Z - xa® aa® za®(a — 1) aa®
= ra = = =

(a—1) (a—12  (a—1)2 (a—1)2
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Exemplo 9. Usando a expressao anterior tem-se

z  (z+1)

. o - 2x—1 .
" (m+1)n+1_3 n+1
2z vl 2 on

r=2

Exemplo 10. Calcular

n

ZQk:2k

k=0

n+1

0

Exemplo 11. Expressar o somatério em férmula fechada

zn: K2k
k=0

Temos no caso o somatorio indefinido

— 2n+1 . 20 — 2n+1 —1.

D k2F = k2h - M =2k (k - 2)

aplicando limites [0, n] temos

n n+1
D k2F = kb — M =2k (k - 2)
k=0

k=0

D k2 =2 (n—1) +2
k=0

n—1
> k2P =2"(n-2)+2
k=0

Exemplo 12. Calcular a soma

n

k=0 k=0

=2 (n—1)+2.

11

D (n+1-k)2F = (n+1) > 2= k2P = (n41)(27 —1) 2" (n—1)—2 = 2" —n—3,
k=0
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Exemplo 13. Calcular a soma
100

> k(=1

Vamos achar a formula geral e dela resolver o problema

Zk(_l)k+1 _ _Zk<_1)k _ _( _ k(_Ql) . (_14) * ) _ k(_l) + (_14) * _

e _ (S
= k(-1 = (k= 1).

aplicando limites

zn:k(—m“ — #(% —1)
k=0

() 2n+ 1) + 1
- : ,

0

100
ke (BDEOD)+1 =200
;k( 1)kt = . =—— =50

Exemplo 14. Calcular

kak ~ k10k 10k
9 81

" 10m (90 — 1) + 10

. 81

Exemplo 15 (IME 2007-2008 modificada [continuar a escrever depois). | Determine a

expressao da soma a seguir, onde n é um inteiro multiplo de 4.

n

> (k+1)it,

k=0
" " i ki* A L L
(k+ 1D =Y ki*+) if=— - + -
S P N

Exemplo 16 (IME 2008-2009 modificada). Dada a funcdo F : N> — R com ¢,r € R,

definida como
f£(0,0) =1.
f(n,m+1) =qf(n,m).
f(n+1,0) =7+ f(n,0).

Determine uma expressao fechada para

2009

> fk k).
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Seja n fixado, considere entao h(m) = f(n, m) pela recorréncia segue que
h(k + 1) = gh(k)

Qh(k) =q

aplicando o produtério em ambos lados com k variando de 0 até m — 1

Agora temos que chegar numa expressao para f(n,0) , tome I(n) = f(n,0) segue entao
da recorréncia que

I(k+1)=r+1k)
Al(k) =r

aplicando o somatério em ambos termos com k variando de 0 até n — 1

i
L

n—1

> AIR)=1(n) —1(0)=> _r

e
Il
o
~
I
=
|
3
3

assim

[(n) =1(0) +rn
f(n,0) = f(0,0)+rm=1+rn
entao temos a formula geral para a recorréncia
f(n,m) = (1+rn)q"

em especial

F(k, k) = (1 +r.k)q".

Temos dois casos a analisar agora, o primeiro com ¢ = 1

fk, k) =(1+rk)
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aplicando o somatorio

2009 2009 2009

B B r(2010)(2009)
D (Lrk)=> (1) +r> (k) =2010+ —
k=0 k=0 k=0
Agora o caso de ¢ # 1
2009 2009 2009 g 2000 kg 0" 2010
(1+7rk)d" = ¢"+r) kg = + r( - )
2 s R R
(nvl) Ak‘ ( 1
Exemplo 17. se g(z) = ’ x) temos um polindémio de grau n e x' =
n!
n(k,l)x(n—k,l) B $(n k,1) x k:l) B 1 .
oy = e e pois B assim
Z I(n,l) o Z (l’) o n T (n—k,1) ak(_l)kax _ Zn: ( T >ak<_1)kax
n! n — (n—k)! (a — 1)k+1 c~\n—k (@ — 1)k+1
Z r\ , r O\ a®(—1)ka®
a =
n n—=k/)(a— 1)k
x k=0

ou ainda

1.2.5 A série Z <t>at
S

t=s

Corolario 6. Do ultimo exemplo temos um corolario

£ ()£

t=s k=0 =0
tomando b = — segue
a’ /s s a’ a
= — b== — (1+0) (1— ) =
<a—1>k§(k> (@-1) -1 a1
a’® a—1—a a’® a’®
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Logo

2 () -

t=s

Outra maneira de demonstrar a identidade é usando soma por partes e inducao sobre

Para s = 0 vale

() . = 1 a’
Z 0/ T2 T 1 T (1-a)t
=0 =0 “ @

logo esta provado. Supondo validade para s

vamos provar para s + 1

i t . aerl
a =——.
s+1 (1 —a)st?

t=s+1
Na série i": t a’, tomando g(t) = t segue Ag(t) = t e Af(t) = d
s+ ’ I = \s41 & I = s B
o at ala
implica f(t) = T f(t) = T usando a soma por partes segue
a— a—
- t t at > P t astl o« = t
> ()= ()l s 2 () - s 2 )
Bt s+ s+ a—1, —a = S —a —a, o= S
usamos agora a hipdtese da inducao i t al = @ que implica i t a =
= \9 (1 —a)t t=st1 \°
a’® a’®

o t a5+1 as—i—l a5+1
Z (s—i—l) “1-a " (1—a)*? 1—a

t=s+1
_ ( t ) >
t—Zs 1 S+1 (1—(1)5 2’

Exemplo 18 (Série e divisibilidade).
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pois b =2, b—1 = 1. Se g(x) é um polinémio de coeficientes inteiros, temos que

AFg(x) ¢ inteiro para todo k, assim temos o somatério de ntimeros inteiros e temos

Ir=cC

=2""¢se1—¢c>0,c<1 temos que 2'7¢ é inteiro e podemos garantir que

2c—1

= 1

Z g(lf)g

k=c
é multiplo de 2'7¢, no caso de ¢ =1 temos 2! =1, nocasode ¢ =0, 270 =2, ¢ = —1,
M = 4.

Corolario 7.

00 o AF1 A1 1
r _ _c—1 T=c _ c—1 r=c _ a
;“ - ;(b—l)k“ “ -1 Tbh-1
Segue que
=
acl  b—1
SN
qc—1 - (b _ 1>k+1
e de
o0 n 1
x _ _c—1 k
Zg(m)a - ZA 9() _ (b—1)k+1
xr=c k=0 T=cC
o) n Zaz k+1
T _ _c—1 x=c k
Mot =3 () ot

Exemplo 19. Calcule

. k
; (k+1)(k+2)(k+3)
Vamos resolver por partes, tomando g(k) = k temos Ag(k) = 1 e Af(k) = (k)3

k+1)2Y
flk+1)= —% logo

) " 1 —2,1) _
Z<k+1)(k+2)(k+3):_2(k+1)(k;_|_2)+§z<k+1)( ) —
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k 1
_ — (k1)L —
hrnGk+y 2kt

k 1
20k+1)(k+2) 2k+2)

1 k i) = - 2k+1

o 2k+2)\k+1 2k +2)(k+1)
aplicando limites temos
n+1

n I - 2% + 1 2n+ 3 1
; (k+1)(k+2)(k+3)  2(k+2)(k+1)|,

2(n+3)(n+2) T3

assim o limite é

s 1
Z k+2)(/<;+3):1'

k=1

Exemplo 20. Seja g(z) um polinémio de grau s vamos calcular o somatério indefinido

Zg )(z + a)PY

(x + a)(p+111)

para p # —1 inteiro, tomando Af(z) = (z 4+ a)®V segue f(z) = 1
p

por somatoério por partes temos

Zg )@+ a)PD = Alg(a)(~1)FATFE" f(x)

(z + a+ k)Pt
€

temos E*f(z) = h(z) = P

(z +a+ k)PHi=kD
p+1

AFh(z) = (p+ 1)® = (P)* D (z + a+ k)PH-RD

entao

AFE f(x) = (p) M (@ 4 @ k) PHERD

a soma fica

S

Zg(a:)(x +a)Ph = Z AFg(z)(=1)F (p)F1D (3 + q + k) PHIHRD,

T k=0
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1.3 Somas envolvendo niimeros harmonicos

Exemplo 21 (Somatério de nimeros harmonicos).

> Hy.

Usaremos somatério por partes, tomando Af(k) = 1 temos f(k) =k e g(k) = Hy temos
AHy =

segue que
1 eened

kE+1
ZHk:k.Hk— k—L:k.Hk—lek.Hk—k.

aplicando limites

n—1
ZHk —k.H,—k| =n.H, —n.
k=0

0
Temos entao a propriedade
> Hy=kH,—k.

obtida através de somatorio por partes.

Exemplo 22 (Olimpiada Canadense de matematica 1973-Problema 5). Provar que

n—1
n 4+ ZHk =nH,.

k=1
Do resultado anterior temos
n—1
Z H,=n.H,—n
k=0
logo
n—1
k=1

Exemplo 23 (Somatdrio de niimeros harmonicos multiplicados por poténcias fatoriais).

Z A >

(n+1,1)
Tomando g(z) = H, e Af(z) = 2™V temos Ag(z) = +1° flx) = xn 1 Sesue que
(n+1,1) 1 1
g —F H. — ety L
2 o+l n+12:(3“L ) r+1
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mas como (z + 1)™* = (2 4 1)(2)™Y ficamos com

- 1)H x(n—i—l,l) i 1 . (n1) 1 x(n—i—l,l) i 1 (1)
Zx T+l 3”_n+12:(5”dr )(z) r+1 n+l m—n+12(x) -
B x(n+1,1) 1 (x)(nJrl,l)

Cond+1 7 (n4l) (n+1)

Entao temos
I(n—l—l,l) 1 (x)(n+1,1)

D, = - :
2w Hy = = H (n+1) (n+1)

se aplicarmos limites [0, s — 1]

= ’ n+1"% (n+1) (n+1)

Da expressao

s gntLl) 1 (8)(n+1,1)

s n+l1 77 (n+1) (n+1)°

2(n+11) 1 (x)(n—i—Ll)

(), = H
2w Hy = = H (n+1) (n+1)

se dividirmos por n! temos

n,1)

( (n+1,1) 1 (n+1,1)
St = 30 () e = e~ G o -

n! n (n+ 1)n! (n+1) (n+ 1)n!

_ :L,(nJrl,l) H 1 (l.)(nJrl,l) _ T H. — 1 T
(n+1)! (n+1) (n+1)! n+1 (n+1)\n+1

2 ()= () ()

T

entao

e tomando limites




