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Capitulo 1

Somatorio

1.1 Particoes para somas

Propriedade 1.

np n—1 sp+p—1
fky= (3 > f)+ f(np)
k=0 s=0 k=sp

Demonstragao. Para n = 0 temos

0 —1 sp+p—1
DR =£0) =00 D fk) + f(0) = f(0)
k=0 s=0 k=sp
pois a primeira soma ¢é vazia.
np np+p np np+p np np np+p
AN R =D FR) =D fR)y = > fER Y fR) =D fk)= > f(k)
k=0 k=0 k=0 k=np+1 k=0 k=0 k=np+1
n—1 sp+p—1 np+p—1 np+p
A D FE)+ fp) = > flk)+ flap+p)— flnp) = > f(k) O
s=0 k=sp k=np k=np+1
Corolario 1. Usando a particao
n—1 n—1
A=[0,np] = ((J[sp,sp +p = 1) U {np} = (| A5) U {np}
s=0 s=0
logo a soma sobre o conjunto fica
np n—1 sp+p—1
DR =D D fk)]+ fnp).
k=0 s=0 k=sp

3
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1.2 Soma e funcoes piso e teto

Definigao 1 (Funcao piso). Definimos a fungdo ||R — Z da seguinte maneira, cada
nimero x pertence a um apenas intervalo do tipo [m,m + 1) onde m é inteiro, no caso

definimos |z | = m.

Definicao 2 (Fungao teto). Definimos a fun¢ao [|R — Z da seguinte maneira, cada
nimero x pertence a um apenas intervalo do tipo (m,m + 1] onde m ¢é inteiro, no caso

definimos |z | =m + 1.

Exemplo 1. Deduzir uma expressao para a soma

15
=0 P
p > 0 natural.
Suponha
n.p L
=1 = f(n)
=0 P
entao ,
np+p np np+p
k k (n+1)p
fa+) =Y [=1=>1=]+ > =]+ I =
k=0 k=0 p k=np+1 p p
¥ ¢ crescente e temos £ = n e EP_ n + 1 logo no intervalo de &k = np + 1 até
p p p

np + p — 1 temos que LEJ = n e temos nesse intervalo np +p —np — 1 = p — 1 nldmeros

dai segue que

fn+1)=fn)+(p—n+n+1=f(n)+np+1, Af(k)=kp+1

0
k
temos também a condigao inicial f(0) = Z[—j = 0 daf aplicamos a soma
k=0 k=0
p(n)(n —1)

fln) = T%—n.

-1

3

Outra demonstracao pode ser feita da seguinte maneira, usamos a seguinte particao

n—1 sp+p—1

DSk =1 D> fR)]+ f(np)

s=0 k=s
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n—1 sp+p—1 n—1 p—1 k:—l—sp nlpl
Z =D > L =21 st+loll+n=
k=0 s=0 k=sp s=0 k=0 p s:O k=0
como na soma k varia de 0 até p — 1 entao os valores do piso sao zero e a soma fica
n—1 p—1 n—1
n)(n—1
= sl+n=1Ip s]+n:%+n
s=0 k=0 s=0

Corolario 2. Com a ultima identidade conseguimos deduzir uma identidade para soma

de fungoes teto

para = nao inteiro temos a relagdo [z] = |z| + 1 e para x inteiro vale [z] = |z],
denotaremos A pelo conjunto de niimeros multiplos de p de 0 até np e B pelo conjunto de
nameros que nao sao multiplos de p, ela é uma particao do conjunto de ntimeros naturais
de k = 0 até n.p e temos ainda que existem (n+1) elementos em A e np+1—n—1 = n(p—1)
elementos em B em A os elementos sao inteiros daf vale[x] = |[z] em B néao sdo, logo

vale [z] = [z] + 1 ,entdo

DHESWLES WL ESDIED SIS IIELIEIE
k=0 keA keB keA keB k=0
_ pn(nz— 1) ndnp—1) = pn(nQ— 1) np = np(1+ n; 1) _ pn(n2+ 1)'
iy _ pn(n+1)
k:O[;—I =G

Exemplo 2. Mostre que
— P
S
k=1

com p > 0 real , converge. Existe n > 1 natural tal que n > p dai

[o.9]

>l = Z J+ZL Z +ZL
k=1 k=n+1
mas k; i < 1 pois p < k + n dai a segunda parcela é zero e a soma se resume
n

=1
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1.3 Manipulacoes basicas de somatorio

1001

Exemplo 3. Seja a = Z
k=1
de a — b7

1000
:1+Z 2k+1 z::

como 2003 ~ 2.1001 segue que

Em geral , vale

b b

k2
%—1°

1001

k2
b= i1

1

, qual o nimero inteiro mais proximo

Q00 g2 10012

k2
21@—1_;2/@“_ 2003

k2 10012 X2k +1 10012 10012
E + = 1001 —
2k+1 2003 p 2k+1 2003 2003
10012 1001 10012
~ o~ 1 1001 — ~ .
5003 5 500 logo 100 5003 500

b

b—1

(k+ 1)
2a—1+Z 2%k + 1 _;

a2

= (

entao
b

20 — 1

2 2 a?
;2%-1_;2k+1:2a—1+k2

=a+1

b—1

Ou de maneira mais geral ainda

g(k)

—a)+ (b—

k?

b—1

k2 k2 b2
2k—1_;2k+1_26+1_

b2

9 b—1

b2

a b?
_ _ 1— _
1l 2l 2a—1+; %+ 1

a(l —a) N b(b+1)

2b+1

)=

2a — 1 2b+1

1—a)+b(b—|—1)

-1 ZQk—l—l

(k (k
ZAQ ZAQ

fla—1)g(a) n

(k) Ag(a —1)

_ fla—1)ga) | flk)g(k +1)
= A1) T2 Ay
fla—1)gla) = <=

Entao

2a — 1 20+1°

"L F(k— Dg(k
Zf< )g(k)

Ag(k—1)

Q

()

fR)9(k) _ fla—Vg(a) | 53 ) SO

Ag(
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1.4 Somatorios e recorréncias

Podemos demonstrar propriedades de somatérios por meio de recorréncias, por exem-

plo

Propriedade 2. Se g(k) é de grau p em k e f(n) é de grau p 4+ 1 em n, para que
> glk) = f(n)
k=1

¢ necessario e suficiente que g(k) = f(k) para k € I, .

Demonstragao. Aplicamos AP em Z g(k)
k=1

APTIAN “g(k) = APTlg(n 4+ 1) =0
k=1

pois g(k) é de grau p e vale também
AP f(n) =0

pois f(n) é de grau p+ 1. Logo as recorréncias sao iguais e sao de ordem p + 2, como
as p + 2 condigoes iniciais sao iguais, entao as sequéncias definidas sao iguais para todo n

natural.

Exemplo 4. Provar que

4n? —1
S e - =1
k=1
No caso temos que testar 4 condicoes iniciais, testando essas condigoes iniciais garantimos

a identidade para todo n natural.

Exemplo 5. Deduzir uma expressao fechada para

"o 1
f(n):ZZ(%)QT'

k=1 p=1
1 1
1 1 1
Tem-se f(l):zz v = = -
p— (®2+1 1+1 2
n+1 n+1 1 n n 1
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n n+l 1 n n 1 n+1 1 n 1 n+1 1
= - + = n+1 +
2Ll A BT A E T A T A (T
. 1 . 1 1
AP Ve S
= k2 " (n41)? 1 1
(A1) 4R +;k2+(n+1)2 Tty
n2
isso implica que f(n) = oR
2 2
Outra solugao pode ser feita usando a identidade —— =1 — P
p2 + k2 p2 + k2
2 2 2 2
k=1 p=1 p - k k=1 p=1 k=1 p=1 p + k

2
n

1 S=—.

0go 5

1.5 Somatério e diferenca

Propriedade 3. Sejam f : Z — Reg: Z — R. Se f(a) = g(a) para algum a € Z e
Af(z) = Ag(z) para todo x € Z entdo f = g.

1.6 Somando k*

n
Iremos rever alguns métodos de somas para deduzir ou demonstrar que E K2 =

a(n +1)(2n +1) =

6 .

1.6.1 Por inducao

., 0(0+1)(20+1)
Y =0= .

k=0
Supondo a validade para n

n

12 n(n+1)(2n + 1)‘

k=0 6
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Vamos mostrar para n + 1

n+1

ZkQ _ (n+1)(n+2)(2n + 3)

6

perceba que (n + 2)(2n + 3) = 2n* + 3n + 4n + 6 = 2n® + Tn + 6. Por definicio de

soma tem-se

U o nn+1)2n+1)

k=) K 1 1)? =
Z Z +(n+1) 6 +(n+1)
k=0 k=0

colocando n + 1 em evidéncia

_ w <n(2n+1)+6(n+1)> - % <2n2+n+6n+6) _ [+ ]) (2n2 + T+ 6) _

6
(n+2)(2n+3)
n+1
_ ZkZ _ (n+1)(n+2)(2n+ 3)
5 )
k=0

1.7 Somatérios e desigualdades

Propriedade 4 (Preservagao de desigualdade >). Sejam a € Z e duas fungdes f e g

definidas de Z — R tal que f(k) > g(k) para todo k > a entdo

> fk)y > g(k)

para n > a.

Demonstragao. Vamos provar por inducao no limite superior do somatorio. Para

n = a temos
fla) > g(a)
supondo validade para n

SR > gk)
k=a

vamos provar para n + 1

D fk)y > gk).

Temos da hipdtese
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n n+1

Propriedade 5 (Preservagao de desigualdade >). Sejam a € Z e duas fungdes f e g

definidas de Z — R tal que f(k) > g(k) para todo k > a entdo

> FER) =D glk)

para n > a.

Demonstracgao. Por indugao no limite superior. Para n = a

vale. Supondo para n

vamos demonstrar que
n+1 n+1

S fR) =D glk).
k=a

k=a

Somando f(n + 1) a cada lado na hipétese da indugao

Zf )+ f(n+1) >Zg )+ f(n+1)

ede f(n+1) > g(n+1) somando Zg(k) segue f(n+1)+ Zg(k:) > g(n+1) +Zg(k;)

. L k=a k=a
assim por transitividade

n

Zf )+ fn+1)>gn+1)+> g(k) O

k=a

Exemplo 6 (Desigualdade de Bernoulli). Mostrar que
(1+a)">1+na

para n natural e a > —1. Vamos partir da seguinte desigualdade que vale para k natural
ea>—1

a(l+a)f >a
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que é uma igualdade para a = 0 para a > 0 temos (14 a)* > 1, se a > 0 na verdade vale

k
a>0, 1+a>1 J[l+a)>1, (1+a)f>1

s=1
agora se —1 < a < 0 temos que a(1 + a)* > a é equivalente a (1 + a)* < 1 que segue do

produtério, pois a + 1 > 0 e podemos assim aplicar a propriedade

k
a<0, a+l1<1, J[l+a)<1, (1+a)f <1

s=1
Assim como a propriedade a(1 + a)k > a vale para qualquer k natural e a > —1 podemos

aplicar o somatoério em ambos lados

H
i
L

a(l+a)*>a, ay (1+a)*>» a, (14+a)"—1>na
0 0

>
Il
=
Il

logo
(14+a)" >1+na.

Da desigualdade de Bernoulli
(1+a)>1+ka

aplicando o somatdério com k variando de 0 até n — 1, temos

(1+a)"—1
a

> 5+ (n)(n — 1)%

que vale para a > —1, agora se a > 0

a? a?
o (14+a)">1+an+ (n)(n — 1)3

(I+a)"—1>an+ (n)(n—1)
que vale para a = 0 também, logo vale para a > 0.
Exemplo 7. Seja f(k) ndo negativo para f(k) > b, b um nimero inteiro, entao vale

O FENO - fh) = O k).

Por inducao sobre n, para n = b vale

F(b)f(b) = f(b)®
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considerando a identidade valida para n

QD FERNQ fK) = QY f(R)?)

vamos provar para n + 1

O FENOQ k) = O f(R))
temos
O fENOQ - fh) = fk)+ fn+ 1)) f(k) + f(n+1)) =

:(éf(k) +2(Zf ) 1)+ f(n+1)>2

somando f(n + 1)* aos dois lados na hipétese da indugdo temos

O fk) Zf )+ fn+1)*> (O f(k)?)

k=b k=b
e temos também
(S () = (Zf(k)) +2(Zf(k))f(n+1)+f(n+1)2 > (£ FHD+ 1)
pois

(Zf ) fln+1)

¢ nao negativo, por transitividade segue

O Fk)* = (O f(k))

logo temos a desigualdade valida para todo n inteiro  [.

Propriedade 6. Sendo (z,,) e (y,) sequéncias ndo negativas, vale a desigualdade
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Demonstragao. Por indugao sobre n, para n = 1 vale

r1yr < (21)(y1)-

Supondo para n

k=1

valos provar para m + 1
n+1 n+1 n+1

k: 1

Vale que
n+1 n+1 n n
Z Ty) Z Yk) = Tni1¥ns1 + Tnta Z Yk) + Ynt1 Z k) +(Z $k)(z Yr)
k=1 k=1 k=1
0% —
usando a hipdétese da indugao segue que
n+t1 n+1

Exemplo 8. Mostrar que

2
1 n
St
k 2
k=1
Primeiro vamos mostrar que
2n+1
11
- >,
k= 2
k=2n+1
: i n+1 1 1 n n+1
Seja k positivo com k < 2 segue z > ot tomando a soma em [2" + 1,2""" |y em

ambos lados temos

R B e e B
L = ont+l Z - on+1 9
k=2n+1 k=241
logo vale
2n+1
1 1
> 12l
k=2
k=271

277.
n
Agora vamos mostrar a desigualdade Z > 1+ 5 Por inducao sobre n, paran = 0

k=1
temos
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supondo agora valida para n

1 S 14 n
kE— 2
k=1
vamos provar para n + 1
pasg] +1 1
n
->1 =14+-4+=
c 21+ +o+
k=1
Partindo da hipotese de que
277.
1 n
> 14—
R
k=1
2n+1
somando Z — aos dois lados segue
k=2n+1
2n+1 2n+1
1 n 1
> 14— -
dopzltst 2 g
k=1 k=2n+1
mas de
2n+1
11
>
kE— 2
k=27+1
somando 1 + g
| N 2 !
k— 2 k — 2 2
k=1 k=2n41
logo
Hakg n+1
- >1 1.
2 pZlt
k=1

Com isso temos que a série harmonica diverge.

Propriedade 7.

p
(1+h)" > <Z> hE
k=0

Vale para todo p,n naturais e h > 0 real.

Demonstragao. Se p > n a soma trunca

Ep: (Z)hk:i <Z)hk: (1+ h)"

k=0 k=0
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valendo entao a igualdade. Se p < n

(1+h)”:i(2)hk=k; (Z)h“r _zn: (Z)hk

k=0

ez 3 2 (= ()

k=0 k=p+1

n
n
0is 0 termo h* & nao negativo.
i Py :
=p

Propriedade 8 (Desigualdade e médulo). Sejam ¢(k) definida para k inteiro ,a,b € Z,

entao vale

Demonstracao. Para cada k vale

—lg(k)| < g(k) < |g(k)

aplicando o somatério em ambos lados segue

b b b
= g <> glk) <> lg(k)|
k=a k=a k=a
que implica . ) .
1> g <X lgk) =D lg(k)|

pois os termos |g(k)| somados sdo nao negativos ,logo a soma desses termos é ndo-negativa

e o modulo da soma ¢ igual a soma.

Propriedade 9. A identidade que provamos acima vale para niimeros reais, vamos provar

agora por inducao que se vale |z + w| < |z| 4+ |w| para quaisquer z,w entao vale

n n
DILED M
k=1 k=1

de maneira que possa ser usada para nimeros complexos , normas e outras estruturas que

satisfazem a desigualdade triangular.
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Demonstragao. Por inducgao sobre n, para n = 1 tem-se

1 1
1>l =lal <Y lal = 1=
k=1 k=1

logo vale. Supondo a validade para n

n n
DILED M
k=1 k=1

vamos provar para n + 1
n+1 n+1

PIET DB
k=1 k=1
Da hipétese da indugao somamos |z,1| em ambos lados, logo

n+1 n n+1

n
3 sl = i+ 3 2l < Lzt 15l < Yl
k=1 k=1 k=1 k=1
Exemplo 9. Mostrar que

n—1
n! > Zk!
k=1

para m > 2.
Tomando n — 1 > k > 1, segue que n > 2, como fatorial é nao decrescente, vale

(n —1)! > k!, tomando a soma com k variando de 1 até n — 1 segue

n—1 n—1 n—1
== "k, (n-n—-1I>> &
k=1 k=1 k=1
n—1
somando (n — 1)! ao lado esquerdo segue n(n — 1)! = n! > Z k!.
k=1

1.7.1 Somatério e produtodrio

Propriedade 10. Sejam (yx) e (zx) sequéncias que satisfazem 0 < z,V k € N e

T+ 1 <yr, Yk &N entao vale

Xn:xk < ﬁyk, Vn € N.
k=1 k=1
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Demonstragao. Vale 0 < z; logo 1 < xp + 1 < y, isso implica que 1 < Hyk.

A relacao xp + 1 < gy, implica fazendo k = t que z; < y — 1 que por sua vez ir;:pllica
1<%— 1,p01sq:t>0 De1<ﬁyke1<y——isegue
Ty @y Pl Ty @y
t—1 yo 1
L< (HZ/k)(I—t - x_t)

que implica

aplicando Z segue

t=1

Propriedade 11 (Inequagao binomial generalizada). Seja uma sequéncia (ax) tal que

ar +1 > 0 e cada ag possua o mesmo sinal entao

H —i—ak >1+Zak
k=1 k=1

Demonstracao. Por inducao sobre n, para n = 1 temos a igualdade

1

1
H1+ak—1+a1>1—|—2ak—1+a1
k=1 k=1

supondo a desigualdade valida para n

ﬁl—l—ak >1+Zak
k=1 k=1

vamos provar para n + 1

n+1 n+1
H(l +ap) > 1+ Zak.
k=1 k=1

Como 1 + a,+1 > 0 entao podemos multiplicar por esse termo de ambos os lados na

hipdtese da inducao sem alterar a desigualdade , implicando

n+1 n+1
H(l +ag) > apy1 —|—Zan+1ak+1 +Zak >1 +Zak
k=1 k=1 35 k=1

o termo marcado é nao negativo, pois a,;1 € a; possuem o mesmo sinal.
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Corolario 3. No resultado acima , tomando a; = a uma constante, segue que

H(1+a):(1+a)"21+2a:1+na.
k=1 k=1
D,
k=1
n

¢é crescente.

Propriedade 12. Se (a,) é crescente, entao (b,) dada por b, =

Demonstracgao.

Como (a,) é crescente, vale a,+1 > aj para todo k menor que n e dai

n n
E Apt1 = NAp41 > E ag
k=1 k=1

n

somando n E ay de ambos lados segue

k=1
n+1 n
nZak > (n+ 1)2%
k=1 k=1
e dai
n+1 n
dYoar Y ay
k=1 k=1
n+1 n

1.8 Somatério e congruéncia

Exemplo 10. Calcular o valor de x tal que

Zk! =2z mod 10
k=1
com n > 5.

Zk!:1+2+6+24+2k!53 mod 10.
k=1 k=5

Exemplo 11. A partir de que indice n a sequéncia definida como z,, = Z k! mod pé

k=1
constante?

Ela é crescente até n = p depois se torna constante.
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1.9 Bibliografia Comentada

Concrete Mathematics

e Autores:Ronald L. Graham, Donald E. knuth, Oren Patashnik
e Editora:ADDISON-WESLEY PUSBLISHING COMPANY

e Ano:1990

No texto concrete mathematics pode-se encontrar as defini¢oes da poténcia fatorial,
que em inglés é chamada de factorial power, sua relacao com somatérios e diferencgas,
a notacao encontrada la é diferente da adotada em nosso texto. Os autores tratam
também de muitas técnicas de somatorio, recorréncias, niimeros especiais como nuimeros
de bernoulli, nimeros harmonicos, nimeros de stirling, fibonacci. Resolvem recorréncias
com funcoes geradoras e muito mais. Recomendamos fortemente a leitura desse texto ,

foi ele que inspirou o autor a escrever a presente anotagao.

1.9.1 Manual de sequéncias e séries, Volume I e II.

e Autor:Luis Lopes
e Editora:QED TEXTE

e Ano:1990

Um excelente texto em portugués com muitas questoes resolvidas sobre somatoérios e

séries. O volume 2 trata mais de somas envolvendo coeficientes binomiais.

1.9.2 An introduction to the calculus of the finite differences.

e Autor:C.H.Richardson
e FEditora:Van Nostrand

e Ano:1968

Um texto compacto e rico sobre calculo de diferencas finitas, trata da poténcia fatorial,

operador delta, somatérios indefinidos, definidos, nimeros de Bernoulli, interpolagao,
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funcoes gamma e beta e recorréncias. Possui 6timos exercicios e consegue cobrir tudo isso

em apenas 142 péaginas.



