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Capitulo 1

Somatorios

1.1 Somatérios e niimeros complexos

Resultados sobre nimeros complexos podem nos ajudar a deduzir alguns resultados

sobre somatorios.

Exemplo 1. Da identidade e = cosx + isenx, tomando o somatério da expressao

n—1 2kw.i n 2nm.i 2m.1

2km.i e n € n —en e — e n
€ n =35 = PER = PER =
k=1 67—11 e n —1 e n —1
como €™ = cos2m + isen2w = 1

274

1—e¢en

= 27m.1 = _1
en —1

que ¢ igual a seguinte soma

n—1 n—1 1

2k 2k 2k 2k

(cos—7T + isen—W) = E cos—7T +1 sen—7T =—1+02
— n n — — n

logo temos como corolario igualando as partes reais e imaginarias

n—1
Z cos%—w = —1.

n
k=1
n—1
2k
sen— =10
n
k=1



CAPITULO 1. SOMATORIOS

Exemplo 2. Achar expressoes fechadas para

Xn: (Z)senk‘x

k=0

n

Temos
e temos

logo

(¢ 4 1)7 = 9 (COS(g))n,(e”ﬁ) — on <cos(§))ncosn—; +i2" (008(§))n

logo igualando as partes no somatério temos

n

Z (Z) coskxr = 2"

k=0

n

Z (Z) senkx = 2" cos(g)) sen’L

k=0

Exemplo 3. Calcule a soma

Da identidade

n

nx
SEN——

2
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Exemplo 4. Calcular a soma

Da identidade

" /n r\" nx
kr = 2 cos(Z nr
2 (k‘) senkx (003(2)) sen—

tem-se
n—1 n—1
—1 -1
(n i >senkx =t (cos(g)) senw
k=0
tomando x = — segue
n—1 n—1
-1 k —1
(n i )sen77T =2" 1(003(—)) sen(n 1 i
k=0
s \/5
como — = —
4 2

" /n k= (n km " /n-1 km — (n-1 (k+1)m
0<k>k6087_;(k)kCOSE_n;(k—1>COST_nZ( I )COST_

>
Il
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n(n — 1) :ZZ (”_2) ST - Y (";2)005(2” _
= —n(n—1)2""? (ﬁ) s

Exemplo 7. Calcular

Escrevendo k% = k + k(k — 1) segue

= km " /n km
E (k) k:0037 + (k) k(k — 1)0037 =
k=0 k=0

Exemplo 8. Calcular

1= (1), & km
— 1 —1 2c08—).
4k:0<k)k(+< )—l—cos2)

Vamos calcular por pedacos

}l Y <Z)k2—(n+1)(n)2”4

k=0
1 n ny. o k 5(0,(n—1)(n_2))n!(_1)n
5 (o -
k=0
]. n k; 2 n—1 B 1 2 » ) 2
= (Z) kQCOS% . _”2n2(§) Senw_”(”_lﬂn?) (%) COS%
Ly~ (n 2 k km,
4 k)k (L4 (~1)* + 2005 =) =
k=0
) ! 2\ 9
= ’}’L2n—2(\/_> Sen(n 4 )7T —n(n— 1)271—3 (%) cos(n 4 )ﬂ'
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Exemplo 9. Mostrar que

D M =i 480, + 202 + 1 — 5
k=1
para n > 0 natural. Para n = 1 temos

[y

Zik!:z’”:i:i+45(1,1)+25(172)+n—5=i+4+1_5:i
k=1

para n = 2 temos

2
YoM =i i =i - 1 =i+46p1) + 200 +2-5=i+2+2-5=i-1
k=1

para n = 3 temos

n

oM =i 14 =i—1—1=i—2=i+4531) + 2032 +3—5=1i—2
k=1

agora para n > 3 temos
n

> i :i—2+iik! —
k=4

k=1

no expoente do segundo somatério ird aparecer 2 e 4 pelo menos o expoente 2 faz i = —1

e o expoente 4 faz (—1)* = 1, logo temos a soma

n n+1
:i—2+21:z’—2—|—k —i—24n+1l—4=i+n—5

k=4

4

Propriedade 1. Sejam o polindmio Z 2 = p(z) o conjunto A das raizes desse polinémio
k=0

1 n
> iE

keA

entao

"= 1 entdao 2" —1 =0, (z — 1)p(z) = 0 as raizes de p(x)

Demonstragao. z=
sdo as raizes n + 1-ésimas da unidade . Se n + 1 é impar entdo —1 néo ¢ raiz de p(x)
logo todas as raizes sdo complexas e como os coeficientes de p(x) sdo reais para cada raiz
complexa existe uma conjugada que também ¢é raiz, sendo no total n raizes. Temos entao

um conjunto B com 5 elementos das raizes e um conjunto B das conjugadas e vale

n n

1 o = 1 2 o —ZL’k—l’k .
Zm_gl—mk—i_zl—xk Z 1—[L’k 1—1]k)_
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sendo xy = ap + bpi = cos(py) + isen(pg) e ¢ vale

n

2—ar n

2 — ag 2‘

k=1

n—1 1
Caso n + 1 seja par, n é impar e —1 é raiz de p(z) sendo a soma no caso 5 + - =

n
2 2

1.2 O truque de (GGauss para somatodrios

Alguns somatérios podem ser resolvidos com o seguinte truque: seja o somatorio

k=a
pela mudancga de ordem temos
b b
Y fk) =) fla+b—k) =5
k=a k=a

se somarmos ambos somatérios em ordens diferentes tem-se

b b b

S flatb—k)+ > Fk) =S (flat+b—k)+ f(k) =25

k=a k=a k=a

de onde segue

Propriedade 2 (Férmula de Gauss").

1 b
S = §Z(f(a+b—k)+f(k)).

k=a

Exemplo 10. A soma que Gauss teria feito quando menino é a soma

k=1

, aplicando o método tem-se

S:%;(kJrnJrl—k):%;(nJrl):m.

Decidi chamar esse método de férmula de Gauss por causa da histéria que se conta do pequeno Gauss

sobre a soma dos primeiros 100 ntimeros, que pode ser deduzida por esse mesmo método
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XL

cc+d

fla+b—x)+ f(z) =

Exemplo 11. Vamos, procurar na fungao f(z) = valores ¢, d tais que

T a+b—x

c N c
cc+d cotb-r 4 d

=1

temos que ter ¢’ = d? logo ¢ = d*“*_ entdo dado d podemos achar ¢ = d?/(¢%) tal
que f(a+b—z)+ f(x) =1 logo o somatério fica

b

b
1 1 b—l—l—a

k=a =a

Exemplo 12 (Olimpiada Canadense de matemédtica 1995-Problema 1). Calcular o so-

matorio
1994
Zf 1995
onde f(x) = "
943
Neste caso temos d = 3,a = 1,0 = 1994, logo ¢ = 91/199 " assim o resultado da soma é

1994
94
= 997.
Z USTS 1995

Exemplo 13. Seja f: N — R . Se n é impar vale

(1))
(1)) = ((2) ) o))

n

k

pois

como n é fmpar vale (—1)"% = —(—1)* daf e de ( " k:) = ( ) segue o resultado.
n —

Exemplo 14. Agora vamos considerar a funcao da forma

d

flo) = cc+d

com condigao

fl)+ fb+a—2)=1
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d d

+ =1
& +d cbra—r 4 d

chegamos entao que ¢”™ = d?, entdo a relacdo é o resultado sdo os mesmos que chegamos

para a outra expressao num exemplo anterior.

Exemplo 15. Calcular o somatério

35
Z cosbk.
k=1

5 em graus. Usando a férmula temos

35 35

1
cosbk = — cosbk + cos(5(35+1—k
; 2}; (5( )

mas temos cosbk +cos(5(35+1—k)) = cosbk + cos(5(36 — k)) = cosbk + cos(180 — 5k) =

cosbk — cosdk = 0 logo
35
Z cosbk = 0.
k=1
Exemplo 16. Calcular o somatério
- n
k :
> k()
k=0

Temos

k 2 2
k=0

Exemplo 17. Calcular

Usamos o truque de Gauss

S0 S (-5 ) -3

Exemplo 18. Calcular

Temos
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e dai
- n\ > - n—1\2 2n71 n—1\°
Zk‘?’(k) :nQZk‘(k_l) =n Z(k+1)( . )
k=0 k=1 k=0

aplicando o truque de Gauss nessa ultima soma tem-se

AR OC) RERTGUR

k=0
_n2(n+1)"i n—1\>_ n?(n+1)/2n -2
B 2 —~\ k B 2 n—1)

Logo . ) , B N /n _—
Sel() ) - ()3

Exemplo 19. Calcular
Vamos escrever

e vamos fazer as seguintes manipulacoes, aplicar o método de Gauss, trocar a ordem e

alterar o limite do primeiro termo da soma e aplicar simetria do coeficiente binomial

S fm) = 53 s+ a1 m)
=265 6)-
200 E (-2 0002 0)-
SO ER-56-

assim temos
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1.3 Meétodo da funcao indeterminada

O método da funcao indeterminada consiste em testar um tipo de fung¢ao como prim-
itiva para os somatérios. Podemos observar que expressoes como a®, x!, nao mudam de
tipo pela aplicacao do operador A, entao se essas expressoes aparecem em somatorios,
podemos testar solucoes que as envolvam também, veremos isso em exemplos nessa segao.

Se temos um polindémio g(k) de grau n > 0 e aplicamos A temos

1 11 gk g+l Ag(k)

290 e g gRett D glRglh D
lembrando que g(k) — g(k + 1) = —Ag(k) é de grau n — 1 e o produto g(k).g(k+ 1) é de

grau n?. Entdo se temos uma soma com polindomio de grau s no numerador e (s + 1)* no

onde h(k) é de grau s + 1 em k.

numerador a antidiferenca pode ser

h(k)

Exemplo 20. Calcular
" (2k+1)
(k)*(k+1)*

Essa soma cai na descricao anterior, no numerador temos um polinomio de grau 1 e no

k=1

denominador um de grau (1 + 1) = 4, podemos ver que

1 1 2 _ 1)? 2k +1
—A—:—(—__ k*—(k+1) k+

k2 (k+1)2 ) = k2(k + 1)2 ):(kz2(k+1)2)

logo aplicando a soma em ambos lados com £ variando de 1 até n segue

n

3 2k+1) 1" Lo
o (k2(k+1)2 k2, (12T
Podemos com isso calcular a série
= (2k+1) 1
=lm——+1=1
Z 2(k+1)2 o (n+1)2 i

=1

Exemplo 21. Seja g(k) = (k 4 b)™Y uma poténcia fatorial, entdo usando a identidade

segue

1 A(k + b)Y _ n(k + b))

A = — = — —
(k + b)(m1) (k+ b))V (k4 1+ )b (k+ b))V (k4 1+ )b
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podemos transformar as poténcias fatoriais em coeficientes binomiais

() ()
> (L) ) ()
logo
L (1)

Am = - () (k:b) (k+1+b)

n

ou escrevendo a primeira poténcia como coeficiente binomial

1 <k+b)
A — _ n—1
nl (5 @) () ()
cancelando o fatorial
1 (k+b)
A — n—1

n n

(k+b)

aplicando a soma indefinida em ambos lados
) 1
Z - (k+b) (k+1+b) - (k+b)

k n n n

() 1
Z (k+b) (k+l+b) - (k+b)

k n n n

Aplicando limites de k =0 até s — 1

s—1 k+b) 1 s 1 1
Z k+b k+1+b = TRy | T sy T 7y
k=0 n n ) ( n ) 0 ( n ) (n)

e a série
i k+b) 1
prd k+b k+7ll+b> o (Z) :

n

1.3.1 Somas envolvendo a”

- (k +8) (3)k
(k)(k+1D(k+2)\4)

k=1

Exemplo 22. Calcule

k
Testando uma funcao da forma f(k) <§> podemos chegar em f(k) = —4, logo

k(k+1)\4
n (k?—f-S) 3 k_ 4 3 kn+1_ 4 3 n+1 3
Z(k)(k+1)(k+2)(1) _k(k+1)(1) 1 _(n+1)(n+2)(é_l> T3

k=1
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e a série

i": k+8 3\ 3
H(k+2)\4) 2

k=1

k+ 14 6\"
2 (k)(k+ 1)(k + 2) (?) ‘

Da experiéncia do problema anterior testamos uma funcgao

Exemplo 23. Calcular

& 0.
W(?) e podemos

encontrar ¢ = —7 logo

2 (k)(kij;)l(t +2) (g)k - W (g)k

Tomando a soma com limites

klrzli;w) (g)’“ - m(g)k

n—1

HM

e a série

S () o (3) ()

Corolario 1. Generalizando os tltimos exemplos, temos que

AHED (a;1>k - BELDETD (agl)k

n—1
aplicando a soma Z tem-se

k=1
nzl k+2a a—1 k_ —a a—1 kn_ —a a—1 "+a a—1

— DE+2)\ a S Kk+D\ a L )+ a 2\ a /)
a 1 - , .
Se —1 < <1se 5 < a, entao nesse caso a série converge
a

i k+ 2a a—1 k_a—l
— (B)(k+ Dk +2)\ a 2

Exemplo 24.
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Exemplo 25. Calcular
(k+2)
zk: k(k+1)2*
a" f (k)
g(k)
Aczkf(k) _(k+ 2)ak
glk)  k(k+1)
a* U f(k+1)  a"f(k) _ oaf(k+1)g(k) —g(k+1)f(k)
g(k+1) g(k) 9(k)g(k+1)

tomando g(k) = k temos que ter

Vamos supor a existéncia de uma funcao tal que

)

af(k+1Dk—(k+1)f(k)=k+2
com isso supondo f(k) = ¢ constante
ack — (k+1)c=k+2=ack —kc—c=cla—1)k—c=k+2

1
de onde podemos tirar c = -2 e a = 3 logo

(K +2)
2A2kk: k(k + 1)2k

que implica

Z (k+2) 9 1
E “okl
- k(k+1)2 2k

15

—~ (k+2) 1 Lol 1
—k(k+1)28 T2tl(n+1) T2 T 2r(n+1)
e a série
i (k+2)
— k(k+1) 2k
Exemplo 26. Calcular a soma
Z x2*
— (z+1)(z +2)
2$
Consideramos uma funcao da forma (z)
(z+1)
f(x)2" 2f(z+1) f(z) 2
AL — gl — 27 = 1 1) — 2
(x+1) Gt el @rnery JETNERD @)
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igualando a fungao temos

2f(z+ 1)(z+1) = f(z)(x+2) =

testando f(x) = ¢ temos

2cc +2c—cxr —2c==x

xT

logo ¢ =1 e a funcao é , entao

z+1

2 2¢
;(x—I—l)(x—l—Q):x—l—l'

n—1

;(x—i—ff(g;—i-?) - x2:1 j: nzjl _g_ n2—:1 -
Exemplo 27. Calcular
>
Supondo uma funcao do tipo (—1)’f—1% temos
s - ol -

anulando os termos (—1)* podemos tentar g(k) = k e f(k) = ¢, podemos achar ¢ = 1

1 I (k)+(k+1) 2k+1

1R WGErD) . BEED

logo
AR (CDREE+)

(F) (F)(k +1)

(=DFEk+1) (=D
(k) (k+1) (k)

aplicando limites [1, n]

~ (—DF2k+1) (-
2

_ "
D)

k=0

e a série
o

Z *(2k + 1) .
YE+1) 7

k=0
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Exemplo 28. Calcular

~ (=1)*

— 4k — 1
Testamos uma primitiva da forma g(k) = (=D e podemos deduzir g(k) = 1(_1)]671
ak +b 4 2k —1"

aplicando a soma temos

Z":(—1)’fk_1(—1)’f—1 A 1
4k?—1 4 2k—1|  42n+1 4

k=1
A série
— (—1)*k L(-1)" 1 1
S A 1
— 4k? — 1 42n+1 4 4
pois lim (=1)" =0, ((—1)") é limitada e tende a zero.
2n + 1 ’ 2n +1

n

Exemplo 29. Calcular Z(—l)kk:Q. Supondo uma soma da forma (—1)*"'g(k), temos

k=0
que ter

(—=1)*g(k+1)—(=1)*"g(k) = (=1)"g(k+1)+(=1)*g(k) = (=1)*[g(k+1)+g(k)] = (—=1)*k?
entdao g(k) + g(k + 1) = k*, tomando g(k) = ak® + bk + ¢

ak® + bk + ¢ + ak® + 2ak + a + bk + b+ ¢ = 2ak* + (2a + 2b)k + a + b+ 2¢ = K

de onde tiramos a = %,b = ——ec=0logo
S = e = E - )
Z(_l)kkz _ (_1)n (n +21)(n) _ (_1)71 Lk

1.3.2 Somas envolvendo fatorial

Af(k)E = fl+1)(k + D) — f(k)k! = KI(F(k + 1)k + 1) — f(k)).
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Exemplo 30. Calcular a soma

n

> kI + 3k + 1)

k=1
Vamos supor

Af(k).k! = k!(k* + 3k + 1)

com isso achamos f(k) =k + 2

" =Mn+(n+3)-13)=(n+1!(n+3)-3.

D kK + 3k + 1) = Kl(k + 2)

k=1

Exemplo 31. Vamos tomar a diferenca de um certo tipo de funcao com fatorial para

solucao de determinado tipo de problema

AT T f(k+ 1) dbf(k) a* (af(k‘ +1)

(k—1! k! k=Dl (k—1)

A(C; f(’& - &)! <af(k: +1)— kf(k;)).

Exemplo 32 (Olimpiada Canadense de matematica 1994-Problema 1). Calcule a soma

12995 (“DFR +k+1)

k!
k=1
Vamos calcular a soma indefinida
a"f(k) _ a* (—D*(k* +k+1)
A = k+1)—kflk)) =
k1) (k)!(“f( D=k )> il

—fk+1) —kf(k) =K +k+1

assim f(k) deve ser de grau 1, f(k) = bk + ¢
bk+b+c+k(bk+c)=bk+b+c+bk*>+kec=—k*—k—1

b= —1, ¢ =0, assim temos a funcao

k (—D*(k*+k+1)

A-DH k-1 il
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aplicando a soma em [1,n] temos

i(—l)k(kzirwrl):(_l)kﬂ N (—1)”"+1_1:

k=1

no caso do problema
1994

—DF(K2+k+1) 1995
Z( )™ ( )

= -1
| |
p k! (1994)!
temos a série
i (1) k> +k+1) .
P k! N
Exemplo 33. Calcular a soma
n—1 k’2 _9
>
k=2
Usando a formula podemos deduzir que
k+1 k? —2
—A 1
(k—1)! k!
logo
ikQ—QZ_MnH:_”_” 3 g nt?
~ k! (k—=1)!,_, n! (1)! n!
A série
k2 -2
=3.
pt k!

Exemplo 34. Prove que

n

D (K + 1R =n(n+1).

k=1
Supondo que haja f(k) tal que Af(k).k! = (k* 4+ 1)k! temos

(k4 Df(k+1) — f(k).k = (K2 + 1Dk!

dividindo por k! temos

k+1)f(k+1)— flk) =k +1

tomando f(k) = ak + b segue

19

(k+1)(ak+b+a)—ak—b = ak® +bk+ak+ak+b+a—ak—b = ak’+(b+a)k+a = k*+1
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de onde tiramos a = 1, b = —1, logo

Ak —1).k! = (2 + Dk!

n n+1
S+ Dk = (k1)K = (n)(n+1)
k=1 1
Exemplo 35. Calcule
x2”
Z (x+2)!
nesse caso testamos )2”
(x+1)!
f(@)2"  fz+1)2°H RGO (Qf(:c +1)— (x+ 2)f(35))
(x+1)!  (z+2) (x+1)!  (z+1) (z +2)

logo temos que ter

2f(z+1) = (x+2)f(z) ==

tome f(x) =c

2c0—xc—2c==x

logo ¢ = —1

x2* —27
2. z+2)! (@+1)

Aplicando limites [1, n] temos

n

r2* —27
2 (z+2) (z+1)

r=1

n+1 _2n+1 2 o 2n+1

B s R G T ) Rt

2z n+1

o0
, - X .. . N
Para calcular a série E ( g devemos saber o limite lim m, sendo uma sequeéencia
x n !
=1

+2)!
de termos positivos, aplicamos o critério da razao. Temos

Tn+1 o 2
Ty n+3
n+1
cujo limite é zero, entao lim m = 0 e a série converge
n !

(x+2)!

r=1
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Corolario 2. Em geral vale

T

Z(a:—{—a)! - (r+a—1)!

dai aplicando limites

Zn: ra® —a® gt Lo
—(z+a) (z+a-1! (n+a)  (a)
e a série
> Gra
Exemplo 36. Calcule
—~ K+ k-1
p (k+2)!
k
Neste caso podemos testar ( kf—(|— i)' encontrando f(k) = —k implicando
Z":k2+k—1 I A 1
(k+2)!  (k+1)!, (n+2)! 2

k=1
e temos série
P+ k-1 1

L (k+2)l 2

Exemplo 37. Calcular
93

1 E2—3k+1
§+; S

Temos

ik 3k+1 ik+2 —3(k+2)+1
. (k+2)!

=3
mas (k+2)2—3(k+2)+1:k2+4k+4—3k—6+1:k2+k—1logo

k:2+k;—1 92 L1
(k+2)! — (93)! " 2
somando —
2 91
1 E+k—1 92
- - — 1.
2*% Gr2)l @)
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Seja uma funcao definida pela recorréncia

f(n+1) an+0b

f(n)  an+c

com uma condicao inicial dada, queremos calcular o somatério indefinido

> (k)

, para isso vamos usar o método da funcao indeterminada, vamos considerar uma funcao
f(n)g(n)
h(n)

do tipo tal que

tomando a diferenca temos

fin+1Dgn+1)  f(n)g(n)

Wt hmy U
gln+1) —hn+1)\ _ f(n)g(n)
o (P =

f(n—i—l):an—i-b:g(n)( h(n+1) )
f(n) an+c  h(n)\g(n+1)—h(n+1)

agora tomar h(n) =u e g(n) = an + b resolve o problema, pois

an+b_an+b U
an+c¢ an+b+a—u

temos que ter b+ a —u = ¢ logo u = b+ a — ¢ e temos

f(n)(an +0b)
S AR
flk = D(a(k =1) +b)
A b+a—c = f(#)

a expressao fechada para f(k) podemos obter através da teoria de produtérios

ak +b
@fk) = ak + ¢
entao
f(k) _ Cor(g + ]{?)

L+ k)
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c—a
onde ¢y é uma constante, se quisermos f(0) = 1 temos f(—1) = 2 logo
—a

" fm)a) +b)  f(=1)(b—a)

- _ fk—=1)(a(k —1)+b)
kZ:Of(k)_ 0 b+a—c b+a—c

b+a—c

_ Jn)a(n) +b)  c—a
b+a—c b+a—c

logo

u ~ f(n)(a(n) +b) +a—c
Zf(k)_ b+a—c '

Exemplo 38. Calcular

(2z+ 1)1
N 27! )
Nesse caso testamos uma funcao da forma f (x)m, temos sua diferenca
22 (z + 1)1 27! 27! 2f(x+1)(x+1
e+ nZ g - L el ) -
(2x + 1)! 2z —1)! (22 —1)! (2x 4+ 1)(2x)

2% x! <2f(x +1)(x+1)— 2z + 1)(2x)f(x)) _ 2%
(

(22 —1)! (2z + 1)(22) 2 + 1) 2f(z+1)(z+1)—(22+1)(22) f (2))

observando que se f(z) = % otermo (2f(z+1)(xz+1)—(224+1)(22)f(x)) =1—-22—1 =

—2x logo temos

2%l 2z
22 (20 —1)! 7 2z +1)!
assim
o250 zal
dr 2z —1)! 7 2z + 1)

Assim temos

Z? L
2z +1)!  da (22 —1)!

aplicando limites [1, n| segue

n

., x.! 1 2%l
DECCLU . L
(2z +1)! 4z (2x — 1)!

e 1 27" (n+1) 1

T TItd @ar1y 2
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! 1 2ntt 1)!
Agora para calcular a série Z Qxﬁ temos que saber o limite lim i (271(1—:),> )
aplicamos novamente o teste da razao
Tpy1 1 212+ 2)(n+ 1)1 (dn+4)2n+1)! 2(n+2)(4n +4)
T, 4An+8(2n+1)!2n+2)2n+3) 2»ti(n4+ 1)1 (4n+8)(2n +2)(2n + 3)
logo lim Intl _ implicando lim x,, = 0, logo a série converge e vale

n

[e.9]

., x.! 1
St =L
2z + 1) 2

r=1

(k)2ak o [RI)?

Exemplo 39. Tem-se A el @kt pois
(k!)24k 2k 42).(2k + 2)(k)2%4% (2K + 1)(k!)24* B
2k)  (2k+2)(2k+1)!  (2k+1)!

(k1)24F  (k1)24k

=Rk 2=k D T mE e

Aplicando a soma tem-se

R (S Y s

= [KP (k)24
;4 2k + 1)1 (2k)! |,

— 1.

(2n + 2)!
Logo
2k +  (2n+2)! '
Podemos escrever as 1dent1dades usando o coeficiente binomial
4k 4k
A 2%k 2k
%) @e+1)(3)
4k 4n+1

— 1.

\E

@) G
(—DF2k+1)° (-=1)"(n+1)
(2k+1)4+4  (4n2+8n+5)

3
Il

Exemplo 40. Mostrar que

k=0
Vamos mostrar que

Y+l k _ (=1)*(2k +1)°

(4k24+1)  (2k+1)*+4 "
k 2k +1)3
Definindo g(k) = ) vamos mostrar que g(k) + g(k +1) = ﬁ.
que (2k +1)° = 8k® + 12k* + 6k + 1 e (2k + 1)* +4 = 16k" + 32k” + 24k* + 8k + 5 logo

(2k+1)* 8k 4+12k* 4+ 6k+1
(2k +1)* +4  16k* + 32k3 + 24k2 + 8k + 5

A(—

Temos
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k N k+1
@2+ 1) (4k2+ 8k +5)
basta mostrar entdao que (4k* + 8k + 5)k + (4k* + 1)(k + 1) = 8k* + 12k* + 6k + 1 e
k
(4k2+1)

g(k) +g(k+1) =

(4k? +8k+5)(4k*+1) = 16k* +32k3 + 24k + 8k + 5. Da identidade A(—1)F+

(=1)*(2k +1)3
(2k+1)*+4

aplicamos a soma em ambos lados

N (—D)F(2k+1)3 . n+l
2 (2k +1)4 +4 =(=1) (A4n+1)2+1)

k=0

1.4 Soma envolvendo repunit

Exemplo 41. Achar expressao para a soma em funcao de n

1+114+111+...1...1

n VEZES

onde o ultimo termo tém n digitos 1.

Temos um somatoério
n

>

k=0
devemos achar primeiros os termos ay, que sao dados por

10° " 10k -1
Z 10° = 0 -1
9
aplicando o somatorio temos
10" — 10 10" —10 -9
= Z 10— 1= S n
819 81

Exemplo 42. Achar expressao para a soma em funcao de n

1+211+3111+...n.1...1.

n vezes

A soma serd

éimok—k_ (Zmok "“))
k=0
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temos (ja calculado no primeiro texto) que calcular

z”: p1ok — 107 (On— 1) +10
e B 81

assim

1/10"(9n —1) +10  n(n+1)
9 81 2 '

Exemplo 43. Mostrar que

Temos que

(CnJrl _ 1) an+1 _ bn+1 b an+1 _ bn+1

bnfk k:bn k:bn :bn —
kz; ¢ kzgc c—1 ( prtl )a—b

1.5 Método da diferenca

Exemplo 44. Mostrar que

" na-+b)t, —cti+a+b—rc
> o= e

— a+b—c a+b—c
tn b
onde L _ an e to = 1. Sejam
n an +c
fln) =2t
k=0
e
(n)_(na+b)tn —cti +a+b—c
g  a+4b—c a+b—c
temos
Af(n) =tn
(na+bt, (na+b+a)t,.1 (na+Db)t,
A :A = — —
9(n) a+b—c a+b—c a+b—c
(an + c)

usando que t, = t,11 e substituindo temos

(na+b+a)t,y1  (na+o)tyr thpi(na+b+a—na—c)

a+b—rc a+b—c a+b-—c

a—>b

= tn—i—l

26
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logo esta provado que Af(n) = Ag(n) agora basta mostrar que f(0)

t1 = — temos que mostrar que
c

(b) —Ctl—i-a—i-b—c_t _y
a+b—c a+b—c "
mas temos substituindo ¢; = —
c
b —b b—
(b) I +a+ c:1

a+b—c a+b—c

logo esta provada a igualdade.

1.6 Somatério e logaritmo
Vamos ver alguns somatodrios que envolvem logaritmos

Exemplo 45. Calcular

i
L

1

- Inak — Inak+1”

B
Il

i
L

n

B
Il

1 —

Exemplo 46. Calcule

n—1

N
k=1 H In akJrs
s=0

Calcule

-1 -1 n—1

3
3

1

1 1 1
_— = e — 1
Inak — In a*+1 ;klna—(lﬁ—kl)lna lnakZ

27

= ¢(0), pela relagao

1 1 1
21 " (na)ptt >3 =

k=1 sli[() In ak+s S]ilo[(k + s)Ina] k=1 S];[O[(k +5)]
B 1 (-peed ) L
(In a)p+1( p D )= (Ina)r+t ( (n)@=1

- ‘paniwl (<n><;—1> B <;>!) - pani)pﬂ (<;>! B <n><p’—1>> -

d ! L L L
usando que = = =
4 n®-1) (n—1+ p)(pvl) P! (n—1+p)@:1) P! (n-i—p—l)

p! p
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p p
Logo
«— 1 1 ( 1 )
k=1 ﬁ In ats p(p!)(Ina)Pt! ("Tl)
s=0
e a série
k=1 ﬁ In ak+s p(p)(Ina)P+t
s=0
Exemplo 47. Mostrar que
271
D logy k] = (n —2)2" +n +2.
k=1
Por indugao sobre n, para n = 0 temos
20
D [logy k] = [logy 1] =0=(-2)2"+2=—-2+2=0
k=1

supondo a validade para n

277.
> llogy k| = (n—2)2" +n +2.
k=1

vamos provar para n + 1

2n+1

Z llog, k| = (n —1)2""" 4+ n + 3.
k=1

Abrimos o somatdrio

2n+1 on 2n+1
[logy k] = ZUOgQ k| + Z [logy k] =
k=1 k=1 k=2n+1
antl_g
=n-2)2"4+n+2+ Z |logy k] + [log, 2" ] =
k=2n+1

como log é crescente temos que logok com k variando de 2" + 1 até 2" — 1 estd no

intervalo [n,n + 1) pois l0gs2" = n e 10g22"™ = n + 1 e temos 2" — 2" —1 =2" — 1
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termos somados no intervalo do somatério, vale entao [logsk| = n substituindo na soma

segue
=n—-2)2"4+n+24+n2"-1)+n+1=nN—-22"+n+2+n2"—n+n+1=
=2n—-2)2"+n+3=mn-12""+n+3 0O

Exemplo 48. Deduzir uma expressao fechada para o somatorio

> |log, kJ.
k=1

Suponha
> llog, k] = f(n)
k=1
dai
antl a™ a™tl—1
> llog, k| = f(n+1) = [log, k| + > [log, k| + [log,a™"" |
k=1 k=1 k=an+1
=f(n)

1

como log é crescente e log, a” = n e log, a"™' = n + 1 segue que log, k com k de a™ + 1

+

até a"t! — 1 pertence ao intervalo [n,n + 1) onde |log, k| = n e o somatério possui

a"t —a" — 1= (a—1)a™ — 1 termos, dai a soma fica

f(n+1) = f(n)+(a—1)na"—n+n+1 = f(n)+(a—1)na"+1, f(n+1) = f(n)+(a—1)na"+1

e temos a condico inicial £(0) = 0 como temos Af(k) = (a—1)ka® +1, aplicamos a soma

com k variando de k = 0 até n — 1 em ambos lados de onde segue por soma telescépica

a"((a —1)(n) — a> +a
- (a—1)

dai
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1.7 Somas de poténcias fatoriais

Usaremos o resultado: se p# —1 e a # 0

Z(ax + b)(p’ o) —

(aﬂr _|_ b)(p+17 a)

. a(p+1)
para p inteiro e a, b reais onde
p—1
(az +b)P Y = H(ax +b—sa)
s=0

1
(ax + b)(’p’ @) —

ﬁ(ax—l—b—l—sa)

s=1

se p positivo .

Exemplo 49. Calcular a soma

[y

n—

1
(2k +1)(2k +3)(2k +5)(2k + 7)

e
Il

1

e o valor da série
1

(2k 4+ 1)(2k +3)(2k +5)(2k + 7)

]2

T

1
Escrevemos

1 1

Qk+1)(2k+3)2k+5)2k+7) A = (2K — 1)
[T(2k —1+25s)
s=1
logo aplicamos a soma
5 — —32)|n
1 =) (2k—1)%2 = (2]{;_—1)()
— (2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7) 2 =D
_ _1( 1 ) n B —1( 1 ) n -
=% . 6 (2k+1)(2k +3(2k +5)) |,

ﬁ(Zk—l—i—Qs)

s=1

-1 1 1

)

6 ((2n +1(2n+3)2n+5))  (3)(5)(7))

logo a série
1

1

00
k=1

2 2k + )2k +3)2k +5)2k+7) _ 3)(5)(71)6

30
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Exemplo 50. Calcular a série

1
__a(p'_'l) c =

~a(p—1) Tl (aw + b+ as)

Tr=cC

1

alp - 1)p1ji(ac+ bt as)

Corolario 3. Sea=2,b=—1¢e c=1 temos
- ~ 1 1 27 (p)!
_ 1\(=p2) — — _
2 (2= 1) = = N = ~2(p - 1)(2p)!
z=1 20— J]2=1+2s) 2(p—1)][(2s+1)
s=1 s=1
logo
o0 —1
Z(gx —1)P? = 2
— (p —1)(2p)!
i 1 27 (p)!
p T (p — 1’
e=1 [ (22 — 14 2s) (p = 1Dp)!
s=1
Exemplo 51. Calcular a soma
> :
pet (2k —1)(2k + 1)(2k + 3)°
Vamos calcular por partes, primeiro escrevemos
1 1
= = (2k — 3)7*2)
2k —1)2k+1)(2k+ 3 3
( )2k +1)(2k +3) [T1(2k — 3+ 2s)

=1

> k(2k —3)3
k

(2k — 3)(=22)
sendo g(k) = k, temos Ag(k) = 1 e Af(k) = (2k — 3)32) entao f(k) = —
2k — 1)(=22)
logo f(k+1) = % a soma fica
2k —3)=22 1 (2k —3)22 1 (2k —1)(-12)
kk—3)30 = pCE T3 LS o 2 = =
zk: ( 3) —4 +4 Zk:( ) —4 +4 -2

1 k oy o1\ -1 2% +2%—1
_T((zk—1)(2k+1)+2(2k+1)) _4(2k+1)((2k—1)+§) TRk @k—1)
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—1  4k—-1 B 1— 4k
8 (2k—1)(2k+1)  8(2k —1)(2k + 1)

logo

k B 1 — 4k
Ek: (2k — 1)(2k + 1)(2k +3)  8(2k — 1)(2k + 1)

aplicando os limites

& k B 1 — 4k "L 1 —dn—4 1—4
Z_:(2k—1)(2k+1)(2k+3) T8k —1)(2k+1)|,  82n+1)2n+3) 8(B)

B —4n — 3 L 1
S 8(2n+1)(2n+3) 8

a série

= k 1
I; 2k —1)(2k + 1)(2k +3) &

Exemplo 52. Calcular

1
(2k + 1)(2k + 5)(2k + 3)(2k + 7)(2k + 9)(2k + 11)(2k + 13)(2k + 15)

Mg

k=1

Escrevemos como produtério

=Y (2k—1)%2 = =
Z 8 Z( ) 7 2.7.3.5.7.9.11.13.15
=1 [[(2k—1+42s) k=1 2.711(2s+1)

s=1

sS=

o]
k=

—

> 1 1
Z (2k 4 1)(2k + 3)(2k + 5)(2k + 7)(2k + 9)(2k + 11)(2k + 13)(2k + 15)  2.7.3.5.7.9.11.13.15°

k=1

1.8 Somas de coeficientes binomiais

Sabemos a propriedade de soma de poténcias fatoriais

k 4 s)P+LD)
k _|_ S (pvl) — (—
Zk (k+3) (p+1)

que vamos usar para calcular algumas somas.
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Exemplo 53. Calcular
> k(k—1).

Temos

_ oy KOY (R)(k = 1)(k —2)
D k(k—1) =) KV = = . .

Exemplo 54. Calcular

ik(ﬂ 1)(k +2).

4 4

() (k42) = Zn:(k+2)<3vl> _ B2 (4 3)D (n+3)(n +2)(n+ 1)(n)

4
k=0 k=0

0

(1)

k=0

Exemplo 55. Calcular a soma

Usando propriedade de soma de coeficiente binomial temos
zn: n+k\ (n+n+1\ [(2n+1
—~\ n -\ n+1 ) \n+1)

Exemplo 56. Calcular a soma

1
Z (k+a+1) :

k a+1
Temos
k+a+1\  (k+a+ 1)@t
at+1 ) (a+1)!
a 0 a
(k+a+ 1)@ =J[(k+a+1-s)= [] (k+a+1+s)=[](k+1+s) = (k+1)
s=0 s=—a s=0
que implica
1 (a+ 1)
(kl_-ﬁ_l) (/f + 1)(a+1,—1)
porém temos que
1
_ (—a—1,1)
Gy e~ %)

logo a soma é

(a+1)! (—a-1,1) _ —a—1,1)
Z(k+1)(a+l7—l) Z a+1)! =(a+1 'Z
k



CAPITULO 1. SOMATORIOS 34

(a+ 1)!(k)ab (a+1)! (a+1) a+1

—a C—a(k 4+ 1)@ T el g (k)

a! a

entao temos

com limites [0,n — 1]

a+11" a+1 a+1 a+1 a+1
D oo BT G R
e a série
i I _atl
e G I

A dedugao acima pode ser feita de maneira mais compacta usando propriedades da

funcao beta, como veremos no proximo exemplo.

Exemplo 57. Calcular a soma

nlkl nl(k —1)! D(n+ DIk + 1)
=2 T =5 Bk, n+1) = —B(k,n) =
zk: M - k+n Zk: (k+n)! zk: Nk+n+1) zk:ﬁ( ,n+1) B(k,n)
_ 1 1 1
7 T(ktn = n(k+n—1)! == k+n—1
F&)F(J) (I(C:E)'(n))! n(*7)

1.8.1 Soma de coeficientes binomiais por partes
Propriedade 3. Vale a propriedade

), G L L ()

22n+2 22n+1  92m+2 \ p 1]

2 2n — 1
Demonstracao. Vale a propriedade para coeficientes binomiais ( n> = 2( " ) ,

tomando n + 1 segue <2n + 2) 2(2n + 1> dai
2 () G e (2n+3)

+1 n
(2n+2) (2n+1) (2n+2)
22:+2 22Z+1 22Z+2 22n+19 o 22n+2 + 922n+2 o 22n+2 \ 11

+ = +

pela relacao de Stifel.
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Exemplo 58. Mostrar que

2Zn (ﬁ) 27k = 1.

k=n

Vamos mostrar por indugao e soma por partes. Para n = 0 a propriedade ¢é verdadeira,

2 ()= ()=

£

k=n

pois
supondo que vale para n

vamos provar para n + 1

2(n+1)
k
> (,0)rr-
n-+1

k=n+1
tomando g(k) = <n—]|€— 1) temos Ag(k) = (ﬁ) e Af(k) = 27% implica f(k) = —

flk+1)=

k-1

assim a soma fica

2("2“) E Ngo_ L (K
n+1 - 2k-1\p 41

—o0

2n+3 2n+2 (k)
n

k=n+1 n+1 k=n+1 2k
Lo (2043 1 /meny o~ G) G () )
B _22”+2(n—|—1) +2_”(n—|—1) F2 o0 o Pomn T =
—_—

— =—a
=a -1

onde usamos a propriedade anterior.

Exemplo 59. Calcule

Temos
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1.8.2 Soma de coeficientes binomiais por particao

kno (Z) (—1)F = ol

Demonstragiao. Sen < 0 |n] > 0 e 0" = 0, no outro caso recai no binémio de

Propriedade 4.

para todo n inteiro.

Newton.

Exemplo 60. Calcular

Temos

()= Z () 2 o))
T = T + Ox =
k=0 2k +1 k kel k par k

kel k Impar

. , _ (_l)k—‘rl +1
seja f(k) =0 se k par e f(k) =1 se k impar, entdo f(k) = — 5

- %I;((_N“ +1)a" <Z> = %((1 +a)" = (1—2)").

Se x = 1 temos

Exemplo 61. Calcular

Temos

- e (T (T
- § 1 + § —
¢ <2k> ¢ <k’) O <k)
0 kel,.k par

k= kel k impar
(—1)*+1

seja f(k) =1 se k par e f(k) =0 se k impar, entao f(k) = 5

=30t () = g0+ 1)

Sexz=1
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Exemplo 62. Calcular

n :0 o (”Q_k 1) = g(u )"l (1 — ).

Exemplo 63. Calcular

Por propriedade de absorgao temos

n n n—1
n B n—1\ n—1 M on In—1|
Z(2k+1)<2k+1> —gn( o )_nko( o )_2(2 + 0in=th.

k=0

Exemplo 64. Calcular

Temos

Exemplo 65. Calcular

Temos que

n

n 1 n & n n(27 4 0l 4 on — 2n
k = () 2k+1 —~ =
S k() = s () -2 () ;

k=0
i L n B n(2n—1 + 0|n—1\) L on—9on
2k+1) 4 ‘

k=0

1.9 Somatédrios de coeficientes binomiais por absorcao

Aqui trataremos de alguns somatorios de coeficientes binomiais que podem ser resolvi-

dos por técnica de absorcao®.

2As técnicas de absorcao do coeficiente binomial podem ser encontradas no texto separado sobre

coeficientes binomialis.
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Exemplo 66. Achar uma expressao fechada para

~ () - (n) I N (4
k- (k)( pl) — K
kzzo (k+ 1)1 kzzo k

~_ () = Ga)

k=0 ﬁ(k+s) k=0 ﬁ(nJrS)

s=1
pela propriedade de absorcao. Agora o somatério
n n+p n+p p—1 p—1
n+p\ n+p\ n+p\ N+P\ _ onip

BB E )£ S

assim segue

el 5 (1)) et

Exemplo 67. Calcular

n
s 0
i B+ 1)
Usando o resultado anterior temos a resposta

;i:o sﬁl((fl ) ) (Tﬂ ) kzio (" ;‘: 1)> 0 (: +5) ) (27:1*_1 )

s=1

Exemplo 68. Achar a formula fechada para o seguinte somatério

kD (") 2",
k=0 k

Temos que os primeiros p termos se anulam entao o somatorio é

- CRYRL E_\ ) (™), k _
S () () -
k=0 k=p

e podemos usar a propriedade de absor¢ao

n n—p
— p@D) Z (Z ~ g) k= p®) Z (n . p) oF P — n(p’l)xp(l + )"

k=p k=0
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Logo
Z ®1) (Z) 2% = nPVgP(1 4 z)P
k=0

Z JACAY: (Z) — pehon—p
k=0

ou escrita em forma de produtorio

[i:-9(;) = T - sz

—_

n p—

k=0 s=

Corolario 4. Da identidade

Z k@1 <Z) zF = n(p’l)fcp(l + )" P
k=0

dividindo por p! segue

Exemplo 69. Calcular

Pelo resultado anterior

Exemplo 70. Calcular

n

k=0 k=0

Exemplo 71. Ache expressao fechada para

Usando propriedade de absorcao

n

k=0 k=0

Sk +1) (Z) - k(Z) + i (Z) —n2n g om,

5 (pen-E (e $ 6 - B
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Exemplo 72. Ache uma expressao fechada para

> ()

Temos k* = k + (k)(k — 1) de onde segue

i(g)k k”g()k@() ) S I

k=0 =i

1)2" 2 + Z (" - ) =n(n—1)2" 24+ n2"! = (n +1)(n)2" 2

Corolario 5. Podemos usar o resultado

n

Z JACAY: (n) — pehon—p
k

k=0
para deduzir ainda outra expressao , dividindo ambos lados por p! temos

ik(p,l) n\ _ n(p’l)anp
p! \k p!

k=0

escrevendo como coeficiente binomial

()0 - ()

Exemplo 73. Podemos generalizar os problemas acima, procurando uma férmula fechada
para o somatério
- kp(p1) [T (p.1) - k(™ n@1 k+p — p@1),p n—p
k = = 1+
B () o B (1) o (7)o

e para o somatorio

n n n n+
o (&) _ 1 TP 1 iak—p ntpy _
(k; + 1)(1),—1) (n + 1)(p7—1) — k+p (n + 1)(1),—1) p k

1 r! n-—+p
_ n—l—p
(s S (")),

k=0
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Observe que a formula

i P (Z) _ (n)(-PVg? ((1 Ly § ak (n 2;— p>)

k=0 k=0

Vale para todo p inteiro, pois se —p < 0 ela vale pela 1ltima propriedade e se —p > 0

p—1
- n+ : .
temos p < 0 logo 0 somatorio E ak( e p) =0 por ser vazio logo temos a primeira
k=0

expressao do exemplo .

Exemplo 74. Achar expressao fechada para o somatério

> 7D (nz 1)'

k=1
i(_l)k_l G : 1) (n : 1) = () knl(_l)k_l G : ) (k: - 1) = (1) :_:<_1)k G : 2) (Z) -
=) ( k;(_ )k(k' Jlr 2) (Z) - E’L_i);) =(n+1) ((n + 1)1(n +2) (n_iZ) B
1 (nt1)(-1)
n+2
Exemplo 75. Calcular )
;;(k +1) (Z)
)£ () reres

Exemplo 76. Calcular

2 2 2 2
Vale que (k) (Z) = (n) <Z —p) e podemos comegar a soma de £ = p pois os
p p -Pp

termos iniciais sao zero
>0 () =) G =0 =) =0 G
“—~\p) \k p) = \k—p p) =\ k p) \n—p /)
=) () =6 o)
“—~\p) \k p) \n—p /)
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Exemplo 77. Calcular

Do exemplo anterior temos que

() () =) =G -0 S

aplicamos agora o truque de Gauss no somatério que resta

k=0 k=0

logo o resultado é

1.10 Somatodrios por reversao

Exemplo 78. Calcule por reversao

g(’%p) (n ;pf = ;%w (" ;p)2+(n—k) (” ;p)g _

42

(k +p)<n;p>2

(0t 1)(n)(n)

(n+1)(n)(n—1)




