Anotacoes sobre somatorio 2

Rodrigo Carlos Silva de Lima *
Universidade Federal Fluminense - UFF-RJ

rodrigo.uff. math@gmail.com

i






Sumario

1 Somatério 3
1.1 Numeros Harmonicos . . . . . . . . . ... 3
1.2 Soma por partes . . . . . . ..o 4
1.3 Somatorio de funcoes polinomiais . . . . . . .. ... 6
1.4 Usando Diferencas e soma telescopica . . . . . . . . ... ... .. .. ... 7
1.5 Somatorios por interpolacao . . . . . . ... .. Lo 8

1.5.1 Achando uma recorréncia para o somatério indefinido de 2" . . . 12
1.6 Soma de Inversos . . . . . ... 12
1.6.1 Inversodep.a . . .. . .. . .. ... 12
1.6.2  Inverso de termos com raizes . . . . . . . ... ... 16
1.6.3 Inverso de k({{; +S) 18
1.6.4 Zk:k(k+1)...(k+p) ......................... 22
1.7 Somatorio envolvendo fatorial . . . . .. .. ... 000000 26



Capitulo 1

Somatorio

1.1 Numeros Harmonicos

Definicao 1 (Niimeros Harmonicos). Definimos o n-ésimo niimero Harmonico de ordem

m, COmMo
"1
m o, __
H™ = § :—km
k=1
para n natural e m real.

Se n = 0 e para qualquer m temos
° 1
H' = 7w =0
k=1
pela propriedade de somatério sobre conjunto vazio. Se m =1
1 &1
1. _
Hy=) 5= %
k=1 k=1

escrevemos apenas H, e chamaremos de n-ésimo numero Harmonico.

Recorréncia

Recorréncia em relacao a n. Temos que
n+1
1

mw N Lo L 1

YA letra H é usada por causa do nome Harménico. No limite H™ oo = ¢ (m) temos a funcao zeta de

Riemann, que serd abordada novamente em capitulos posteriores.
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1
H" . =H"+ ——«—.
n+1 n + (TL—}- ]_)m
Definicao 2.
. 1
i =Y o
(n,s) — (k + S)m
para s > 0 real, m real, n natural.
Propriedade 1. Vamos escrever
1
= H n,s
(k+s) ™

k=1

com s natural maior que 0 em funcao dos niimeros harmonicos.

Resolucao 1.

3

1_n+si_sl+n+si_sl_

k=1 (k+s)_k:1+s( )_kzlk k:l—i—s() k:lk_
IR U IR L IR S SR S SR~ SR SR
k:lk k:1+s() n—i—lk k:lk k:lk k:1k+n k:lk

assim temos

H, - Hy, = H(n,s) - H(s,n)-

Podemos continuar e expressar em fungao apenas de H,, e um somatorio.

SN I | 1 1 1 & 1
2t s Ly e o

k=1

logo

3

1
k+s :Hn_ng(kz%—n)(k)’

1.2 Soma por partes

Propriedade 2. Vale

b

— Z flz+1).Ag(x).

a r=a

S g@)Af(x) = [f(2).g(a)
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Demonstragao.

Pela diferenca do produto temos

Alf(x).g(x)] = f(z +1).Ag(z) + g(z)Af(z) =

Aplicando a soma em ambos os lados temos

Y Alf@)g@)] =) fla+1).A9() + Y g(x)Af(x)

implica entao

b+1

> 9@)Af(x) = [f(z).g(x)] > fla+1).Ag(x).

a

A propriedade de soma por partes também é chamada de Lema de Abel ou trans-

formacao de Abel.

Corolario 1. Se tomarmos a soma indefinida tem-se

Y 9@)Af(x) = f(x).g(x) = > fla+1).A9(x)

z—1
se tomamos g(x) = a, e f(z) = Z by, tem-se Af(z) = b,, dai

t=1

z—1 T
Z a;.by = a,. Z by — Z Aa,. Z b,
x t=1 x t=1

aplicando limites x = 1 até n, segue

n z—1 1 n T n n T
Zaz.bx:ax.th —ZAabet:anH.th—ZAabet:
r=1 t=1 r=1 t=1 t=1 =1 t=1

n+
1

n n—1 T n n n—1 T
= an+1.2bt - ZAabet — Aaant = an.th — ZAaJCth
t=1 rx=1 t=1 t=1 t=1 =1 t=1
z—1 0

usamos a soma vazia com r = 1 em a,. g b, isto é g b; = 0 logo
t=1 t=1

n n n—1 T
Z ay.b, = a,. Z by — Z Aay Z by.
=1 t=1 z=1 t=1
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Propriedade 3. Se (ax)} ¢ uma sequéncia de inteiros positivos todos distintos e (by) uma

sequéncia decrescente de termos positivos entao

k=1 k=1

Demonstracgao.
Pelo resultado anterior temos

n n—1 k

Zakbk = anak — ZAkaat
k=1 k=1 k=1 t=1

essa soma é no minimo
e

n(n+1) (k4 1)
— b~ 2 = Al

calculando essa 1ltima soma por partes tem-se

,_.

— (k)(k + n 4+ n(n+1 -
()(T)Abk_(— Zk—i—lka (2 b, 1Y kb=
k=1 k=2
b,
- ”+ Zkbk
logo
k=1 k=1

1
Corolario 2. Tomando b, = e tem-se

1.3 Somatério de funcoes polinomiais

Vamos ver alguns métodos para calcular somatério de fungoes polinomiais. Tomando
n

um polinémio de grau n, g(x) = E a,z? e aplicando o somatério em [a, b] temos
p=0

b n
p _
D2 =

z=a p=0
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como 0s somatorios comutam
n b

— P
= apg x
0

r=a

o problema recai entao em calcular o somatério de x”. Podemos também calcular o

somatorio indefinido E 2P e depois aplicar os limites.

1.4 Usando Diferencas e soma telescépica

Um método muito usado para calcular a soma de poténcias k” e tomar a soma de
ALPH
Z ARPHL — ptl
k

Z ARPTY = (n 4 1)PH
k=0

como AP é um polinémio de grau p, tomamos a diferenca de um polinémio de grau

p + 1 para calcular a soma de um polinomio de grau p.

Exemplo 1. Calcular

3

k.
k=1
Tomamos
DA =(n+1°-1=) 2k+1=2) k+n
k=1 k=1 k=1
logo

n

- 1
2Y k=t 2n-n Y k="UED,
k=1 k=1

Exemplo 2. Calcular .
> K
k=1
S AR =(n+1)° -1
k=1
AR =(k+1)P° -k =3k*+3k +1

zn:Ak?’:(n+1)3—1:3ik2+3ik+i1:3ik2+3m+n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 2
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g 3
3 L2 — 3 2 9 2 _
Z n° 4 3n° + 3n 2(n +n)—n
k=1
apos simplificacoes podemos achar

=~ , nn+1)2n+1)
LT

1.5 Somatérios por interpolacgao

Vamos usar a férmula de interpolagdo de newton (FIN) para calcular a soma de
poténcias. Podemos interpolar a fungao somatério f(n) = Zg(kz) (onde g(k) é um
k=0

polinémio)chegando diretamente na resposta ou podemos interpglar g(k) e depois aplicar
o somatério que serd simples de ser calculado pela soma de coeficientes binomiais. Seja

entao
fn)=> g(k)

por interpolacao podemos escrever

[e.e]

s =3 (7)ats0)

k=0
se g(k) é de grau p temos Af(n) = g(n +1) e AP f(n) = APg(n + 1) = c onde ¢ é uma
constante, logo AP f(n) = 0 e todas poténcias maiores do operador, o que implica que

podemos escrever o limite superior da soma (na interpolagao) como sendo p + 1

=3 (7) 2%

k=0

n
como ( n 1) é de grau p+ 1, temos que a soma de polinomio de grau p é de grau p+ 1.
p
Agora podemos interpolar g(k) e depois aplicar o somatério, como g(k) é de grau p, temos

APg(k) = c e AP =0, logo a interpolacdo de g(k) fica como

TCE WIS

s=0

podemos agora aplicar o somatorio

> o= 3200 () = s ])
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n+1
onde o termo ( +

p+1
polinomio de grau p é um de grau p + 1.

) é de grau p + 1 logo temos outra demonstragao que a soma de

Lembrando que a soma de coeficientes binomiais tem a propriedade

()G =06
>()-0r)-(o) -0

> (8 -(00)

(Que poderia ser decorada assim: Vocé pode somar 1 ao numerador e denominador do

E

i

ouseb=nea=0

coeficiente binomial e trocar k pelo limite superior n do somatdrio.)
Vamos ver alguns exemplos de aplicacao, primeiramente do método de interpolar o

termo somado.

Exemplo 3. Calcular

3

>-2)-()

Exemplo 4. Calcular

[y

Interpolamos &

aplicando a soma , temos

> k=3-()

k=0
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Exemplo 5. Calcular

Interpolando k?

F0)=0, Af(k)=2k+1,Af(0)=1, A’f(k)=2, k= (k) +2(k)

aplicando o somatoério

Seg()ell)- (1) o)
(3 (3)-()-(2)(17)-

_'_

3 3

_ (n+2)(n+ 1)(n)+(n +1)(n)(n—1) _ (n+1)(n) (n+2—|—n—1) (n+1)(n)(2n + 1).
6

1
6 6 6

Exemplo 6. Calcular

Interpolando achamos

F(0) =0, Af(0) =1, A%(0) =6, A’f(0) =6, I = (lf) +6(§) +6(§>

somando

202 (1) o) o) = (2 ) (5 ) (1) -

_ (n ; 1) » (n Z 2) (o +21)(n)+(n +2)(n+ j)(n)(n ~1) _(n +21)(n) (2+n2_n+2n_2) _
_ §k3 _ ((n —1—21)(71))2'

Exemplo 7. Calcular Zk4. Tomando k* = f(k) e interpolando achamos f(0) = 0,
k=0
Af(0) =1, A?£(0) = 14, A*f(0) = 36 e A" f(0) = 24. Daf podemos escrever

= () ) o) ()
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aplicando a soma, tem-se

gk‘* = i (lf) - 14(];) +36(I§> +24<Z) =

k=0

n+1 n+1 n+1 n+1
= 4 4 .

Agora vamos interpolar a fungdo somatério.

Exemplo 8. Calcular

3

1
Tem-se f(0) = 0 (soma vazia) Af(n) =1 logo Af(0) =1, temos entao

kz:l = f(0) (75) + Af(0) (Z”) _ (ZL) o

Exemplo 9. Calcular

k=0
Tem-se f(0) =0, Af(n) =n+1logo Af(0) =1e A%f(n) = 1, implicando a escrita

Se- (1) ()~ (15) - e

Exemplo 10. Calcular

D k= f(n).
k=0
Temos f(0) = 0, Af(n) = (n+1)? logo Af(0) = 1, A’f(n) =2n+3 = A?f(0) =3 e

finalmente A®f(n) = 2, logo o somatério fica

S (1) () +=(6) = () ()= (59 (3)-

soma de binomios que ja simplificamos antes

_ (n)(n+1)(2n+1)
G )

Podemos escrever certas fungoes como soma de binomios usando a interpolagao também,

por exemplo, f(n) = (a+1)" tem-se A*f(n) = a"(a+1)" logo AFf(0) = a” e escrevemos

(a+1)" = zn: (Z)ak

k=0

que é equivalente a expandir a expressao usando o binomio de newton.
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1.5.1 Achando uma recorréncia para o somatério indefinido de

xn+1

n+1
ZAan _ Z <(x F 1) gt = ZZ (n—]: 1>xk _ xn+1) _ gt
k=0

: . : e , . n+1
pelo teorema binomial, abrindo agora o ultimo termo do somatorio e usando que ( N 1) =
n

“E(E (1)) 2 () () )

:Z< - (nzl)xk+mn+l_lﬂ+l) :Zi(nzl)xk:xnﬂ
k=0 k=0

abrindo o ultimo o limite superior do somatério temos

3 (zn: (n;rl)x’w (nl—l)xn> =3 (zn: (nzl>xk+(n+1)$”) _

k=0 k=0

0

k=

implicando que

. antd 1 m+1\
S ()
1.6 Soma de inversos

1.6.1 Inverso de p.a

Se temos uma p.a a, = a; + (n —1).r

1 1 1 Gy — Qpa1
A— — _——_— = —
(07% an+1 (07% an+1an
com isso temos
1 Api1 — A Aa,
A — =
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como Aa, =1 a razao da p.a, segue

BYNE I

G, Ap410n

logo
1 1
A — =

.Gy Qpi1Qp

aplicando o somatério de ambos os lados

1
ZA_r.an B ran_z

an+1an

assim

1 1
Z B _r.an

Ap10n

e com os limites

b b+1
1 1"
— Any10y TGy |,
n 1
Z 1 1| 1 1
= Mk+10k r.ag |, T.Gpt1 r.ai

Exemplo 11. Em geral se temos uma fungao f(k) = ak + b temos

A o 1 B 1 ak+b—ak—a—-0b —a
ak+b ak+a+b ak+b (ak+a+b)(ak+Db) (ak+a+Db)(ak+Db)

RV 1
a ak+b (ak+a+0b)(ak +D)

assim temos

1 1 1
; (ak 4 a + b)(ak + b) :_5(ak+b)

"Zl 1 BRNE AN S Y EE VAN S W S
kzo(ak+a+b)(ak+b)_ a\ak+b/)|, a\an+b ab  blan +0b)

e a série

% ak—l—a—i—b )(ak +b) T ab’

Exemplo 12 (OBM). Calcular a soma
999

1
kz_; 3k + 1)(3k + 4)°
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14

Sendo 3k +1 = ak + b temos a = 3 e b = 1 logo ak + b+ a = 3k + 4 que bate com o

resultado que temos, vamos aplicar a formula para o caso geral

— 1 1/ 1
; Gk+1)(B3k+4) _§(3k + 1)

E no caso do problema

999

3 1 1000
~ (3k+1)(3k +4) 3001

Exemplo 13. Calcular a soma

n

1
; (5k — 2)(5k +3)°

n n—1

M

(5k + 3)( 5k:+8)

- (5k—2 )5k +3) — = (

ak+b:5k—|—3temosa:5eb—3logo
" 1 1

1 1

(5k + 3)( 5k+8) ~ T 55k+3

. 15 5(5n+3)

M |

k=0

e a série

> 1 1
; 5k—2)(5k+3) 15

Exemplo 14. Calcular

- 1
Z (2k —1)(2k 4+ 1)

n 1 n—1 1
; k—1)(2k+1) kzzo (2k + 1)(2k + 3)

tomando 2k 4+ 1 = ak + b, temos a = 2, b = 1 logo o resultado é

" 1 1 1 n

22n—|—1+2_2n—|—1

n—1 B 1 1
(2k + 1)( 2k+3) 22k +1

ngh

k:()

se queremos o limite

f: :
p (2k — 1)( 2k+1) 2
1
Podemos também expandir o denominador em , escrevendo
(2k —1)(2k + 1)
1 1

k—1)(2k+1) 42—1

S VA Ll n
o 3Wn+1) 3 ((Bn+1)
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Exemplo 15. Calcular

n k2
£~ (2k — 1)(2k + 1)
Escrevemos
k? k? 1 K2 1 k2 1 k2 — k241
oDk W1 1 1):Z(l€2—1_1+1)21<k?—14+1):
(2k — 1)(2k + 1) _ ! 1 T
_1( 1 +1)_1 1 +1
4 4k2—1 42k —1)(2k+1) 4

aplicando o somatério

n n

1 1 n
1) =- - 1) =
£ (2k-1)(2k;+1)+; )= 1lg =1t

& k2 1
2 k—1)2k+1) 3¢

k=1

_n(n+1) zn: k?
S 2@2n+1) & (2k-1)(2k+1)
Exemplo 16.
1
- _-H
§:k+1 g

1
ois AH, = ——. Em geral se s natural, temos
P v 8

1
S
Zk+s+1 r

1
temos que ter AHy 4 = m e temos pois
ety 21 1 1
AHp o= Hpig1 — Hpys = - — Hpy s = -4+ — —Hpyy=—
k+ k+s+1 k+ p;p k+ p;p+k;+s+1 R A
Com limites
n 1 n+1
A - Hk—i—s—l = ntli4+s—1 — H1+s—1 - Hn+s - Hs-
—k+s 1
k=1
Exemplo 17.
k
k+1
k k k k—l k—Fk—1 1
— = — =141 = = +1=-— —_— 1=
25 kel =2 T it
k:
—— =k — Hj.

E+1
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E com limites [1,n]

n+1
= (n + 1) — Hnn

3
-

=k — Hy

o~
_|_
—_

Exemplo 18.

k
Zk+s

com s natural.

T ST NS S S A

k
Z k——|—3 = —SHk+5_1 + k.

Se p um numero real

k+p k P
k+s _Zk+s+zk+s__SH’“+S’1+k+pH’”S’1'

k+p

k——|—3 = Hk+$_1(p - S) + k.

1.6.2 Inverso de termos com raizes

Exemplo 19. Vamos avaliar a diferenca

1 1

1 Vr—+vzx+1
VI o Vz+1 VT Jivr+
multiplicando e dividindo por v/z + vz + 1 , temos

g

1
ConVat i+ (z+)a
logo temos
AL 1
Vo oo+ 1+ (z+1)yT
logo
1 1 1
S —-Yad--L
zvr+ 14 (z+1)yx NG N

1
Zx\/x—l—1+(m+1)\/§

Bl
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Se temos dois quadrados perfeitos s*> > a? podemos calcular a soma

s2—1

2
1 1° 1 1 s—a

;ﬁx\/a:—f—l—l—(:v—kl)ﬁ Nz
Podemos calcular a soma em [1,n] também

H 1 n+l—vn+1

s a as

a2

1 1
;x\/x+1+(x+1)\/5:_\/5

Z VI + — \/_ Z ]_ 1 el _ ]_ + 1

g Wrrlt @+ Vi, Vn+1
logo a série

= —— = ]111m — =
\x a:—|—1 $:1x\/x+1—|—(x—|—1)\/5 VT, vn+1
Exemplo 20. Para calcular a soma indefinida
> 1
Vak +b+ak+b+a
vamos primeiro racionalizar a expressao
1 1 Vak+b+a—+ak+b

\/ak+b+\/ak—|—+b+a Vak +b+ak tb+avak +b+ta—ak+b

1 1
25(\/ak—l—b+a—\/ak+b> :EA\/alH—b.

assim temos

1
Z\/ak—i-b—i-\/ak—l—b—i-a

1 1
:—ZA\/aker:—\/aszrb
a a
caso a =1 e b = 0 temos

1
2 it ARV

tomando s — 1 e a? como limites temos

s2—1
1
— =k
;\/E+\/k+1

assim temos que a soma pode resultar em numero inteiro.

=S—a
2

a
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Exemplo 21. Provar que a soma resulta em nimero inteiro

100
=Vk| =10-1=09
Z VE+VE+1 \/ k+1 |
Exemplo 22. Calcular a soma
P
—a VE+VE2 -1
o o - 1 .
Primeiro vamos simplificar a expressao usando a regra do radical duplo
Vit =1
1 1

Vievie—1 (e e

o . E+1 k—1
agora multiplicando no numerador e no denominador por 5~ 7 segue

\/k:+1 \/—1
VE+vVE2—1
dai

k=a+2
i 1 B /n+1+\/§_ /a—1_\/§
—~ Sk ViE 1 2 2 2 2’

1.6.3 Inverso de k(k + s)

Exemplo 23. Achar expressao fechada para a soma

n

1
2 (F)(k +p)

k=1

onde p é natural, p # 0. Temos

i B v B
—~(k)(k+p) pi= (k) k+p
vamos manipular a expressao
i I
(k) k+p

k=1
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I SR o N S I B IR o i
Sk k+p k) Fktr oK) Sk
p 1 n 1 n 1 n+P1 p 1 n+p1 p 1 p 1
L | 1 P n+k—k P n
k) itk = htkk) = (ntk)(k)
Logo
" 1 1< n
2 (k) (k+p)  pe= (n+k)(k)
Lema 1.

Onde A esta sendo aplicado em k.

Demonstragao. O operador A aplicado em k£ tem o mesmo efeito do operador A

aplicado em p na expressao , pois
kE+p
I 1 I 1 1
k+p (k+1)+p k+p k+l+p k+p
1 1 1 1 1

k+p k+(p+1l) k+p k+p+l k+p
que sao iguais, logo temos

s—1

1 1
ZAk Tk
o +p +p

Teorema 1.

T 1 k-
o k+s k+0 (k)

k J—
k+s

~—
—~
T
~
—~
o
+
V)
~—

o0

1 H,
)3 K(k+s) s

k=1

Onde H, é o s-ésimo numero Harmonico

Demonstracao. Do lema temos

e 1 —s
FZOAkva " k)(k+s)
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implicando

— 1
?;Ak—l—p:(k)(kJrs)

aplicamos agora o somatorio de k variando de 1 até infinito de ambos lados da igualdade

[e's) s—1 00

-1 1 1

N A— — E _
o s = k+p — (k)(k+ s)

0o co s—1

1 -1 1

_ — A— =
S R

tomando f(k) = Z %
—0

k=1 k=1
como temos
s—1 s—1 1
Jm W=t 2y = 2
> 1 1 & 1 1
I R MY CEE ROIEHI]

+p

Propriedade 4. Calcular

n=1
~ .. 1 1/1 1 L.
Sabemos por fragoes parciais que W =—|—-- ) usando na série tem-se
n)(n+p p\n n-+p
S H(n+p) _ l(i H(n+p)_i Hnip) ) _ l(z H(n+p)+ . H -
Zmmen I\ ) i\ & 2T
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- Hny S H(ni2p) _ S H(n+p)> _
<; ;(er) nzl(n+p) B
_ = Hnip) - Hnip) S S H(”‘HU)) _
(T Y e D)
n+2p
usamos que H,yop) = Hpqp) + Z
kn+1+p
1 H, A 1 H, o
DIk I D S R DIE R DI S B
n=1 n=1 k= n+1+p n=1 n=14p k= n+1
1/~ Hy “E 11 KA E 1
ST Y XX ) -
p n=1 n=1 k=n-+1 n=1 k=n+1
G Huy o T e LTy
_p(; o) +;;k+n(n) ;;k—i—n(n) -

k=1 n=1 n=1 k=1
_Hy
Tk
p p p p
ZE(ZH(M;:)_'_Z@_ 1 L)_
p n=1 (TL) k=1 k n=1 k=1 k +n (n)

como a variavel é muda, trocamos n por k£ no primeiro somatorio e usamos a linearidade

S (T Srw) o (i) -

n=1

onde usamos fragoes parciais

1V &n (Hopy + Hy— H, 1 1 1~ 1 (L
:5;( (k+p) (k})k p+%;k+n):];k:1E<H(k+p)+Hk_Hp+n§_k_):
1<~ 1 11
= ];;E(Hmp) + Hy — Hy + Hipyry — Hk) = ];;E(?Hmp) - Hp> =
_ (g i H(/H-p)) (Hp)2
p= K p

logo
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(n+p) - , .,
Sabemos que = —— logo a série é
e ) ;k(k—i—n—i-p) &
; p nk(k +n+ p) ;Zl nk? + n2k + nkp
= (2 - H(k+p)) _ (H,)?
2 2 :
nlklnk —|—n/~c+nkp p = k P

1
1.6.4 zk:k:(kJrl)...(ker)

Exemplo 24. Calcule

ZkkJrl 1<;+p)_Z P

para p > 0 natural. Temos

7p71
R _ (777)——
Zk(k:Jrl) (k+p) ka+1_1_2(k = —p

Somando de k =1 até n

2”: 1 (k—1)CpD ™ () ()Pl (p)(pD) 1
= = + = -

kot - | —p p —p p(p!)
se tomarmos a série

i": (k=1 1 1 1 1

— k(k (k+p)  -p |, —p(k)eY p(L= ppl Ap!
segue que

1
Ap! =

; k+1 ..(k+p)

aplicando o somatoério em ambos lados

dAp=pl =) - !

1
RO ()
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tomando no intervalo 1 até n — 1 temos

n—1

> Apl= p'

p=1

n

segue que

n

1=> =

—nl—1=nl —

1=

f
L

o0

S
Il
—

k=1

+ 1.

n—1
p=1 Z

R(kt1)..

1

.(k+p)

Exemplo 25. Calcular o valor para onde converge a série

1

—k(k+1)(k+2)(k+3)

Pela propriedade anterior tal soma tem valor

r 1

;kkﬂ k+2)(k+3) B

3.3 3.6

Exemplo 26 (OCM 1983). Achar expressao para a soma

Temos

—_

n n—

1
2 k)(k+1)

k=1

i

0(k+1 )(k +2)

k21
g2

Com esse resultado podemos calcular a série

i 1
; (k)(k + 1)

= lim —

n -+

k+1)

=11

1
1=1
1+

Exemplo 27. Ache a férmula fechada para o somatorio

Temos que

n—2 n—3

— k(k+1 J(k+2)

k:O

[\

3

1

i

1

k(k+1)(k+2)

3

-3
k-

k+2 (k+3)

1

2(k +

D(k+2)|,

n—2

k=0

_ (n—2)(n+1)

4(n)(n —1)

1

k(k+1)...(k+p)

18

k(—2,1) n—2

2

0

23
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Exemplo 28.
1 1 1 (R 1)P kP

ok (k+1)r ke(k+ 1)

assim

— )P — kP A 1 1" 1 (n? — 1)
Z kzpk:+1 ; W, w "

Temos a proprledade
1 AkP

“A—=—.
kr kp(k+ 1)p
Por exemplo vamos calcular o somatorio

n

2k +1
22k + 1)

1 2k +1
sabemos que Ak? =2k + 1, entao temos _Aﬁ = kQ(k—::—_l)Q aplicando a soma
TR R )2 ()2 (k1) (et 1)

se quisermos calcular a série

o0

2k +1 . n*+2n I 1
—_— e = llm———=lm—-—
— k2(k + 1)? n?+2n+1 1+

1
2

= 1.

3Il\3_}_
‘I‘:lw

Exemplo 29. Achar expressao fechada para a soma
i -
4 2 :
p E*+Ek2+1

Primei k 1 1 1
rimeiro escrevemos = -
E* 4+ k2 4+ 1 2\k2—k+1 Kk +k+1

1
Zk2+k:+1 (Zk;2 k41 Zk2+k+1)_§(;k2+k+1 Zk2+k+1)

0
1/, «— 1 — 1 1 1 1 1/ n’+n
:§<1+Zk2+k+1_zk2+k+1_n2+n+1)25(1_n2+n+1):§(n2+n+1'>
k=1 k=1
= k 1 (n)(n+1)
;k2+k+1_§<n2+n+1)'

z": k 1
4 2 5
k:lk +k2+1 2

Tomando o limite temos
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Exemplo 30. Calcular a soma

1
Z R R (s
Um primeiro passo pode ser simplificar a expressao que esté sendo somada

PR S Y RN e o ) o Ll o el U el
k2 (k+1)2 2(k+1)2 W0k 1) =

CVREH1)?2+ (k+1)2+ k2
B k(k+1) B

agora o termo k*(k +1)* + (K + 1)? + k* = (K* + k + 1)?

_k2+k+1_1+ 1
O kR+k k(E+1)

aplicando a soma

n+1 n+1

z 1 n 1 n(n + 2)
; +k(k+1) n+ n(l+ )

Exemplo 31. Calcular

—~ k(k+1)(k+3)

A expressao somada pode ser escrita como

1 B k+2 B k 2 B
k(k+1)(k+3) k(k+1)(k+2)(k+3) k(k+1)(k+2)(k+3)+k:(k:+ D(k+2)(k+3)
1 2
+

T k+D)(k+2)(k+3)  k(k+1)(k+2)(k+3)

somando a primeira parcela

- 1 - (20 | 1 1
2 =D () =~ - 2
pet (k+1)(k+2)(k+3) pet 2 | 2(n+2)(n+3) 12
e a segunda parcela
n—1 n—1
1 1 2k(=3:1)

=2 =2) kD =

“ k(k+1)(k+2)(k +3) kzzo D)(k+2)(k+3)(k+4) ; 3

2 " 2 1

3t )Gk 3)|, - Bt Dmr2m13) 9
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por fim

3

1 B 2 1 7
Mkt D(k+3)  3mt)ni2)(n+3) 2m12)(nt3) 36

k=1

e a série

7

1
2 k(k+1)(k+3) 36

1

o0
k=

1.7 Somatorio envolvendo fatorial

Vamos aplicar A no fatorial, Ak! = (k + 1)! — k! = (k + 1).k! — k! colocando k! em

evidéncia temos (k)![k +1 — 1] = k.k! = Ak!, logo temos o somatério

ZAk! = Zk.k! = k!

aplicando limites temos

b+1
=0+ —ad

b
Zk:.k! = k!

onde a deve ser natural. Considerando agora que estamos tomando o somatério de uma

fungao f(n) que satisfaz a recorréncia do fatorial, sendo ela f(n), com a recorréncia
f(n+1)=(n+1)f(n), vamos aplicar o delta nela Af(n) = f(n+ 1) — f(n), usando a

recorréncia temos Af(n) = (n+1)f(n) — f(n) = nf(n) logo temos o somatoério

Y Af(n)=) nf(n) = f(n)

e colocando um intervalo

b

> Af(n) =) nf(n) = f(n)

a

Exemplo 32. Calcular

Xn: k.k!' = K!
k=1

n+1
1

=n+1)=-1U=mn+1-1.

Somatdério envolvendo fatorial no denominador

1
Comecamos tomando o delta de 0

1 1 1 B—(k+D! K—®(k+1) 1-k—1

B (k+1D) (k) (k+DWE)  (k+DIK)! — (k+1)!
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—k —k B ~1 Al
k+1)! k+D)E)(E-1) (F+D)E-=—1)1 "k

assim

1 k 1

B k+D! (k+1)(k—1)
aplicando o somatoério em ambos lados temos

1 k 1 1
_ZAE:Z(k+1)! :Z(k+1)(k—1)! TR

Exemplo 33. Calcule

- k
;k!+(k—1)!+(k—2)!'

- k k
; K+ (k=) + (k—2)! po (k—=2)(k)(k—1)+(k—=2)(k—1)+ (k—2)!
a k SN — 1 "1 1
-3 e L .
p (k —2)![k?] pr (k—2)k p (k—1DI(k+1) k!, n! = 2
Exemplo 34 (Olimpiada Canadense de matematica 1969-Problema 6.). Calcular
=~ 1
prt (k4 2)k!

pelo resultado anterior temos

aplicando os limites temos

i IS T e .
= (k+ 2)k! (E+1), 1
Exemplo 35. Achar expressao fechada para o somatorio
—~ (k—1)
Z ko
k=2
k1) & (k—1) d | e R
—~ Kk ps k(k—1)(k —2)! k(k=2)t = (k+2)(k)! (k+ 1), —o
— 1 I 1
|- - T L
— (k+2)(k)! (E+1)!,_, (n+1)!
n—1 1 - 1 . '
— (k+2)(k)! o(n+1)! T
— 1 1 1
(k+2)(k)! (n+1)! 2



