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Capitulo 1
Polinémios

1.1 Polindmios com coeficientes num anel comutativo

com unidade

Nessa secao iremos considerar A como um anel comutativo com unidade.

Definicao 1 (Polinémios com coeficientes num anel comutativo com unidade). Um po-

linomio com coeficientes em A é uma expressao formal do tipo

flz) = Z apx”
k=0

* sdo chamadas de termos e quando

com aj € A chamado de coeficientes, as parcelas agx
ar, # 0, azz”® é chamado de mondmio de grau k do polinémio f(z), ag é chamado de termo
constante.

Simbolizaremos o conjunto dos polinomios com coeficiente em A por A[z]. A principio

consideramos sempre polinémios do mesmo conjunto Alz].

n
Definicao 2 (Polinoémio identicamente nulo). Para cada m € N, O(z) = ZOxk é

k=0
chamado do polinémio identicamente nulo, e escrevemos 0(z) = 0. Polinomio nulo possui

todos coeficientes iguais a zero.
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Definicao 3 (Fungao polinomial). Dado um polinémio podemos definir a funcao f :
A — A naturalmente com f(z) = Zakxk para x € A. Funcoes dessa forma sao ditas

k=0
ser polinomiais.

Definicao 4 (Polinémio constante). Os polindmios do tipo f(z) = agz” = ag sdo chama-
dos de polinomios constantes. Em especial fixado ag, f(z) = ag é chamado de polinomio

constante.

n n
Definicao 5 (Igualdade de polindmios). Os polindmios f(z) = Z arz® e g(x) = Z apx”
sdo iguais < ay = bV k, escrevemos nesse caso f(z) = g(x). 0 0

Essa definicao diz que dois polindomios sao iguais < os coeficientes dos termos de
mesmo grau sao iguais.

Se f(x) e g(x) nao sado iguais entdo existe s tal que as; # by nesse caso denotamos

f(z) # g(x) e dizemos que f(x) e g(x) sdo diferentes.

Defini¢ao 6 (Grau de um polinémio). Todo polinémio nao nulo possui algum coeficiente
diferente de zero, assim dado um polinémio nao nulo f(x) ele possui um nimero finito (nao
vazio) de coeficientes nao nulos, isso implica que existe existe um maior nimero natural
n, tal que a, # 0, definimos entao o grau f de como n e denotamos grau(f(x)) = n ou

Jd(f) = n. Nao definimos o grau do polinémio nulo.
Corolario 1. Qualquer polinomio constante possui grau 0.

Definicao 7 (Coeficiente lider). Nas condigbes anteriores chamamos a, de coeficiente

lider de f(x).

Definicao 8 (Polinémio monico). Se um polinémio possui coeficiente lider igual a 1,

entao o polinomio é dito monico.
Definicao 9 (Adigao de polinémios). Sendo f(z) = Z apr” e g(x) = Z brx" definimos
k=0

k=0
a operacao de adicao +, tal que vale

n

@)+ g(z) =) cpat

k=0
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onde ¢, = ay + by.
Se os polinomios possuem graus distintos sempre podemos completar o polinomio com
termos com coeficientes nulos e assim aplicar as operagoes, usaremos isso a seguir para

demonstrar as propriedades relativas a adicao e outras propriedades de polinomios.

Propriedade 1 (Propriedade do grau). Sejam f(x) e g(x) com grau(f(z)) = n e

grau(g(z)) = m. Se f(x)+ g(x) # 0 entdo
max{m,n} > grau(f(z) + g(x))

valendo a igualdade sempre que n # m.

Demonstracao. Sejam f(z) = Zakx e g(x Zbka: , suponha sem perda de

k=0
generalidade que m > n, dal max{n,m} = m, podemos Completar 0 polinémio f com

termos do tipo apx® com ar = 0 se k > n e dai escrevemos f(z E aka: agora

aplicando a soma temos
f@)+g(@) = (ar + bp)a*
k=0

pode ficar claro que esse polindmio tem grau no maximo m se notarmos que a maior
poténcia que aparece na soma ¢é ', o grau pode ser menor que m €aso d,, + b, = 0 o
que pode acontecer, por exemplo, quando ambos polinémios tem grau m e a,, = —b,,,
caso o polinomio f tenha grau menor que m entao o grau da soma é m, pois dai a,, =0
e a4y + by = by, # 0.

Propriedade 2. (Alz],+) é um grupo abeliano.
Demonstracao.

e Vale a comutatividade
Zakx + Z ka? = Z ap + bk):ck = Z(bk + ak)xk = Zbkﬂfk + Zakxk
k=0 k=0 k=0 k=0

e Fxiste um elemento neutro

n

Zakx +20x —Z ak+0)xk:Zakxk

k=0 k=0



CAPITULO 1. POLINOMIOS 7

e Fxisténcia de inverso aditivo

Zakx + Z —ag)z" = Z(ak —ap)xk = Z 0.2
k=0 k=0 k=0
e Associatividade
Z apx® + Z bra™) cprh = Z(ak + bzt + Z cprt = Z(ak A N
k=0 k=0 k=0 k=0
Z akxk + (Z kaBk + Z CkZBk) = Z akxk + Z(bk + Ck)ik = Z(ak + by, + Ck)l'k
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Defini¢ao 10 (Multiplicacao de polinomios). Dados polinémios f(x Z arz® e g(z

5 brz® definimos a operaciao de multiplicacdo x que associa dois polinémios dados a um

k=0
outro polinomio, tal que

x) = E cpa®
k=0
onde

k
L = E Qg.bp_s.
s=0

tomando que para k > m by =0 e k > n implica ay = 0.

Propriedade 3. ¢, ,, = a,,.b,.

Demonstragao.
n+m n+m
Cn—l—m = E as-bn-‘rm S E Qs. n+m s +an n+m—n + E afs n+m S
s=0 s= n+1 -0

no primeiro somatorio os termos bn+m_s Sa0 nulos pois o indice varia entre m—+1 até n+m

e no segundo somatorio o termo a, é nulo pois os indices variam de n + 1 até n + m.

Propriedade 4. z"z™ = "™,

Demonstracao. Sabemos que o coeficiente de grau n +m é 1.1 = 1, vamos mostrar

que os outros coeficientes sao nulos. Seja k <n+m, k —n < m entao

k
Ckzzasbks Zas bk s 1 Qn. bk n"—z as . —5:0~
5=0

s=0 ,0 sn-‘rl —0
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Propriedade 5 (Grau da multiplicagao). Dado f(x) de grau n e g(z) de grau m, entao

grau(f(z).g(z)) = n+ m sendo Alzr] um dominio.

Demonstracao. Pois a,, # 0 e b, # num dominio implicam a,b,, # 0 dai o grau do

polinémio é n + m.

1.2 Propriedades da multiplicacao

1.2.1 Associatividade

Propriedade 6. (f(x)g(2))(h(x)) = f(z)(g(x)h(z)).

Demonstracgao.

1.3 Divisibilidade de polinéomios

Propriedade 7 (Algoritmo da divisao). Sejam f(z), g(x) em Klx] e g(z) # 0 entao

existem unicos g(z), r(z) € K[z] tais que

onde r(x) = 0 ou Or(z) < dg(x).

Demonstracgao.
Sejam f(z) = Zakxk e g(x) = Zbkﬁk, com 9(g) = m.
k=0 k=0

e FExisténcia.

Se f(x) =0, tomamos ¢q(z) = r(z) = 0 que cumprem a propriedade.
Se df =n com n < m, tomamos ¢(z) =0 e r(z) = f(z).
Agora consideramos o caso de n > m.

Seja fi um polinomio definido como

filz) = f(z) — anb,, 2" "g(x)
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o termo de mais alto grau em g(z) é b,,2™, quando multiplicamos esse termo por a,b;  z" ™,
ficamos com a,x™ que é depois subtraido do polindmio f, resultando em um polindémio
de grau menor que n, portanto df; < Jf.

Vamos provar a propriedade por inducao sobre n = df. Se n = 0 entdao de n > m

segue m = 0 e dai f(x) = ag e g(x) = by ambos nao nulos e temos

f(x) = aoby " g(x)
bastando portanto tomar ¢(z) = aghy* e 7(z) = 0.
Suponha o resultado valido para qualquer polinomio de grau menor que n, vamos
demonstrar que vale para n.
fi(z) = f(x) — anb,'2™ ™g(z) tem grau menor que n, logo existem ¢, (x) e ri(x) tais
que

fi(z) = q(z)g(z) + 71 ()

com 71 (x) = 0 ou 0¢y(x) < dg(z), dai segue que

f(@) = anbmz™ "g(x) = @1 (2)g(x) + r1(x) = f(z) = [anbmz"""9(x) + ¢ (2)]g(x)
tomando ¢(z) = apb,x" "g(x) + qi(z) e ri(z) = r(x), provamos a existéncia dos po-
linémios ¢(z) e r(x) com
onde 7(z) = 0 ou dr(x) < dg(x).

e Unicidade.

Suponha que f(z) = ¢ (x)g(z) + r1(x) = g2(z)g(z) + r2(x) (1) onde ri(xz) = 0 ou
Ori(x) < dg(x),k =1, 2, disso segue que

(q1(z) — q2())g(x) = ra(x) — 11 (2)
)

se qu(x) # ¢2(x) entao I((q1(2) — ¢2(2))g(x)) = dg(x) porém O(ry(w) —ri(x)) < dg()

onde chegamos num absurdo, dai ¢;(x) = ¢2(z) o que implica ri(x) = ro(z).

Propriedade 8. Se f de grau n possui raiz a, entao vale f(z) = ¢(x)(z — a) onde ¢ é de

grau n — 1.
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Demonstracao.

Suponha que a € K seja raiz de f, usamos o algoritmo da divisao por x — a.

f(@) = q(z)(x —a) +r(z)
onde 7(z) =0 ou Or < d(x — a) = 1, logo r(x) = by para algum by € K. Como f(a) =0,
temos

fa) = 0=q(a)(a—a) +r(a) = bo

logo dq(z) = n — 1. Dado b raiz de f, segue que

F(b) = 0=q(b)(b—a), b#a= q(b) =0

entao as raizes de f sao as raizes de ¢ adicionada de a.

n

Propriedade 9. Seja f(z) = Z arz™ € K[z] de grau n. O ntimero de raizes de f em K

k=0
é no MmAaximo n.

Demonstracao. Se f nao possui raizes em K a proposicao esta provada.

Usaremos indugao e a propriedade anterior. Se n = 0, f(x) = ¢ # 0 ndo possui raizes.
Suponha que o resultado vale para n — 1, vamos provar para n. Tomamos a uma raiz
de f e dai f(z) = q(x)(x — a), ¢ sendo de grau n — 1 tem no méximo n — 1 raizes, f
possui entao no maximo n raizes, pois a Unica outra raiz possivel é a, logo fica provado o

resultado.

Corolario 2. Seja f de grau n > 0 em Klz|. f possui no méximo n raizes em qualquer
extensao de corpos L de K, pois K C L implica K|[z] C L[x] logo f possui no maximo n

raizes em L[x] pelo resultado anterior.

Teorema 1. Se

n—1
floy=>
k=0
e
n—1
g(z) =) atm
k=0
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Demonstracao.
n—1
at—1= (x—l)Zxk
k=0
n—1
As raizes de x" — 1 diferentes de 1 sao raizes de f(x) = Z z¥, entdo para qualquer uma
k=0

n—1
dessas raizes v, temos que Y —1 = 0, ¥" =1 e Zzbk = 0, logo se temos g(z) =
k=0

n—1 n—1 n—1 Pk
5 ghtnpe — g chgPr = 5 z* <x"> tomando esse polinomio aplicado em qualquer
k=0 k=0 k=0

dessas raizes leitemos,
n—1 Pk
g6) = 3ok (w) .
k=0

como " =1, temos

n—1
= PP =0
k=0
n—1
pois Zwk = 0. Assim temos que f(z) divide g(x).
k=0

Propriedade 10. Sejam f,g em K[z], onde K é um corpo com numero infinito de
elementos, entao
f(x) = g(z) & f(a) = g(a) Va € K.

Demonstracao. =). Segue da defini¢ao de polinémio.

).

Definimos h(z) = f(z) — g(x) entdo h(a) = f(a) — g(a) = 0 Va € K, logo se h nao é
o polinémio nulo ele possui infinitas raizes , o que é absurdo pois o niimero maximo de

raizes é o grau, portanto h(x) =0 = f(z) = g(z).

Exemplo 1. Faca a divisdo Euclidiana de 2® + 2 — 1 por 2 + 1.

P rr—1 |22 +1

logo 2° +x —1=z(2*+1) — 1.
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1.4 Teorema das raizes racionais, Critério de Eisens-
tein e Lema de Gauss

Teorema 2 (Teorema das raizes racionais). Se o polinémio
n
o) = >
k=0

. L . . r ~
de coeficientes inteiros, tem uma raiz racional z = — tal que mdec(r,s) = 1 entdo s|a, e
s

rlag.
r n
Demonstracao. Se x = — é raiz de f(z) = g apx”, entdo temos
s
k=0

i(5) = Ya(t) -0

multiplicando por s" em ambos os lados temos

n
E apr®.s"F =0
k=0

n
como s|0 entao s E apr®.s" % na soma s nao aparece como fator apenas quando

k=0
n—k =20, n =k, logo abrindo o limite superior do somatorio temos

[y

n—1
5 apr®.s"F 4 q, sV = apr®.s"F 4+ a,rm =0

k=0 0

3

i

n

dai s deve dividir a,r", como s é primo com r implica que também ¢é primo com r",

portanto s deve dividir a,. Pelo mesmo argumento, temos que 7|0 logo r deve dividir
n

E apr’.s" % como o tnico fator onde r nao aparece é quando k = 0, abrimos o limite
k=0

inferior do somatorio
n n
aor’.s" 0 + Z apr®.s"F = ap.s" + Z aprt.s"F =0
k=1 k=1

logo r deve dividir ag.s", mas como r é primo com s", ele deve dividir ag.
n
,oe oA . . . k . , . . ~
Corolario 3. Se o polinomio de coeficientes inteiros apx” possui raizes racionais entao

k=0
elas devem pertencer ao conjunto

A= {g | plao qlan}-
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n

Corolério 4. Se a, = 1 em um polinémio de coeficientes inteiros P(z) = g arz”® entdo

k=0
suas raizes racionais devem ser inteiras, pois
p
A ={>|plag q|1}
q
entao ¢ = 1 ou ¢ = —1, e de qualquer forma implica que as solucoes sao da forma z = p

para algum p € Z. Entédo , nessas condigoes, as raizes do polinomio P(z) sao inteiras ou

Irracionais.

Propriedade 11. Seja P(z) = 2" —a, a > 0 € Z, se a nao é n-ésima poténcia de um

nimero natural entdo a tnica raiz positiva de P , que é /a , é irracional.

Demonstragao. Como P possui coeficiente a,, = 1 entao ele possui raiz irracional
ou inteira, se a raiz positiva m fosse inteira (logo natural) terfamos m" —a = 0 e dal
a =m'" é poténcia de um numero natural, o que contraria a hipotese de a nao ser n-ésima

poténcia de um ntimero natural, logo {/a é irracional.

Exemplo 2. x = V2 4 V/2 é irracional.

Vale que (z — \/5)3 = 2, expandindo por binémio de Newton tem-se
2® —352V2 462 —V2=2= 2% — 62— 2 =v2(322 + 2)
elevando a tultima expressao ao quadrado em ambos lados e simplificando tem-se
P(z) = 2% — 62* — 42 +122° — 240 — 4 = 0.

As possiveis raizes racionais de tal polinomio sao 1, —1,2, —2, 4, —4, porém nenhuma delas

¢ raiz pois
P(1) = —25, P(—1) =31, P(2) = —68, P(4) = 2390, P(—4) = 3100.
Exemplo 3 (ITA 1964). Quais s@o as raizes inteiras da equagao

22+ 4t + 20 — 4 =07
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As possiveis raizes inteiras sdo 1, 2, 4, —1, —2, —4. Seja P(x) = 2 + 42 4 22 — 4,

entao vale
P(1)=3, P(—1) = -3
P(2)=24, P(-2) =0
P(—4)=—12, P(4) =132
Entao a tnica solucao inteira é xr = —2.

n
Propriedade 12 (Critério de Eisenstein). Seja f(x) = Zakxk, com ay, € Z, se existe
: el 2 . b o
um primo p tal que (plag)g™", p fa, e p° fag entao f(z) é irredutivel sobre Q[z], isto é, o

polindmio nao pode ser fatorado com coeficientes racionais.

Demonstracao.

n—1
Exemplo 4. a,z" + Zpakxk onde mdc(p, a,) = 1 = mdc(p, ap), ¢, € Z, é irredutivel
k=0

sobre Q[x].
1.5 Polindbmios com raizes especiais

Considere a equagao polinomial

(x+a)(x+b)(r+c)(z+d) =k
com a + b = c+ d =t multiplicando temos
(% + (a +b)x + ab)(2®* + (c+ d)x + cd) = k
chamando 2% + (a + b)z = y temos
(y +ab)(y +cd) =k

que é uma equagao de grau 2 em y que pode ser resolvida.

Exemplo 5. Fatorar
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1.6 Polinomio do segundo grau

Defini¢ao 11 (Fungao polinomial de segundo grau). Um polinémio de segundo grau é
da forma P(z) = ax* 4+ bx +conde a # 0, a,b, c € C. Vamos chamar a funcio f : C — C
com f(x) = ax®+bx+c = P(z) de funcio polinomial de segundo grau, funcao de segundo
grau, equacao do segundo grau ou funcao quadratica.

Se a,b,c € R e o dominio da funcdo é R a funcio f: R — R com f(z) = az® 4+ bz + ¢

tem o grafico f(R) chamado de pardbola.

Corolério 5. A funcao quadrética é continua, pois é derivavel, valendo f'(z) = 2az + b,
além disso ¢ indefinidamente derivavel pois f”(z) = 2a, f"(z) = 0, logo ela tem todas

derivadas continuas, isto é, é C'™°.

1.6.1 Estudo das raizes
—b+ VA

Propriedade 13. As raizes de az® + bx + ¢ = 0 com a # 0 sdao da forma z = 5
a

onde A = b — 4ac.

Demonstracao. Iremos usar o truque de completar quadrados, primeiro temos que

b
ar® + b +c=a(x*+ -2)+c=0
a

b
agora queremos escrever x> + —z com um fator quadratico da forma (z + t)* — t* para

a
algum ¢, expandindo temos 22 + 2tz, igualando o coeficiente de z em ambas expressoes

b b b b b?
devemos ter 2t = —, isto é, t = —, entdo 2> + —x = (z + =—)*> — —, substituindo na
a 2a a 2a 4a?

equagao original tem-se

b b? b b2 —4 b Vb2 —4 b+ Vb2 -4
At —) 2t =0 (24— = gt =g —
2a 4a 2a 4a? 2a 2a 2a

Demonstragao.[2] Tomando a equacio ax® + bx + ¢ = 0 multiplicando ambos lados

.

por 4a temos

4a’z? + 4abx = —4ac

adicionando b* em ambos lados tem-se

4a’x* + dabz + b* = b — 4ac
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podemos perceber que no primeiro membro temos (2az + b)? logo
(2ax + b)? = b* — 4dac

que equivale a

—b+ (Vb2 -4
2ax +b=+(VI? —dac) & x = ( ac)

2a

chegamos ao resultado desejado.

Definigao 12 (Forma canonica). A forma f(r) = ax® + br + ¢ de expressar uma funcio
quadratica é chamada de forma canonica. Na propriedade anterior vimos que podemos

expressar uma funcao quadratica de outra forma 1util , como

Defini¢ao 13 (Discriminante). O valor A para uma equacao do segundo grau é chamado

de discriminante.

Corolario 6. e Se A < 0, temos que VA nao é um numero real, logo a equagao do
segundo grau possui raizes complexas conjugadas se os coeficientes a, b e ¢ sao reais,

caso sejam complexos as raizes podem nao ser conjugadas.

b b? — 4ac
e Se A = 0 entao a equagao possui uma raiz dupla, na passagem (:B+2—)2 =z
a a
b
teremos o lado direito nulo, logo (z+--)? = 0, temos uma tinica raiz, que é chamada
a

b
dupla, pois (z + 2—) aparece com expoente 2.
a

e Se A > 0 temos duas raizes distintas

_—b+\/b2—4ace —b—Vb? — 4dac

2a - 2a

X To =

e Se um polinémio de grau 2 possui coeficientes a,b, ¢ racionais e b?> — 4dac é um
quadrado de um racional entao o polinomio possui raizes racionais, caso contrario

as raizes sao irracionais.
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Exemplo 6 (ITA-72 Questdo 17). Seja f(z) = 2% + pr + p uma funcio real de varidvel
real. Nao existe p tal que f(x) = 0 tenha raiz dupla positiva.

Para que a raiz seja dupla é necessario que A = p? — 4p = p(p — 4) = 0, portanto
p=0oup=4, sep=0aequacio é 2> = 0, que nio possui raiz positiva, se p = 4 entdo

—4
a equacio é 2 + 4z + 4 = 0 que possui raiz x = 5 = —2.

Exemplo 7. Considere f(z) = az® +br +c. Entdo 1 éraizde f & a+b+c=0. —1¢

raizde f < a—b+c=0.

Definigdo 14 (Trinémio). Uma expressio da forma az? + bz + ¢ também é chamada de

trinomio, pois possui trés termos.

Exemplo 8. Os trinémios da forma y = f(z) = az* + br +c=0com a+ b+ c = 0 tem
um ponto em comum no eixo x, pois f(1) =a ;li- b+ c. .

Em geral os polinomios da forma P(z) = Z arz® com Z ar = 0 tem um ponto em
comum no eixo x, pois P(1) = 0. . -

Exemplo 9. O grifico da funcio y = az® + bx + ¢, b # 0 e da funcdo obtida a partir de

y pela mudanca de x por —z se interceptam somente na origem pois

ar’ +br+c=ar’ —br+ce =02 =0.

Em geral o grafico de uma funcao y = Z apx”® e da funcio obtida a partir de y pela

k=0
mudanca de x por —z se interceptam pelo menos na origem, pois

n n

Z apr® = Z ap(—r)" = Z 2a,2" =0

k=0 k=0 k fmpar

os termos de expoente par se cancelam, logo 0 ¢é solugao da equacgao resultante.

—b
Corolério 7 (Soma e produto das raizes). Vale que S = x; + 25 = — em ax® + br + c,
a

sendo x1, x9 raizes, pois

—b+ V/b? — 4ac N —b—Vb? — 4dac _—=2b b

TLt T2 = 2a 2a 2a a
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7’ C .
Também temos P = x1x5 = — pois
a

—b+ Vb2 —dac —b— /b2 —4dac b* —b*>+4ac ¢
. 2a 2a 4a? a
Se a = 1 entao z; + v = —b, logo —S = b da mesma maneira P = ¢, portanto

podemos escrever a equagao como

2 —Sr+P=0

b
ax2+bx+c:a(:v2+—x+f):a(x2—5x+P)
a a

logo no caso geral com a # 1

a(x* — Sz + P) = 0.

1 1
Exemplo 10. Calcule — 4+ — em termo de S e P.
X1 T2

1 1_LE1+$2_S

T i) 1T P

Exemplo 11. Dadas duas raizes z; e x5 da equacao quadratica, calcular em termo dos

coeficientes

e 77+ 3. Vale que

—b 2¢  b® —2ac
2 2 2 2
9 B P el

i+ x5 = (r1 + x9) r1me = ( - ) - )

e 1, — xo. Temos duas possibilidades

—b—Vb? — 4dac B —b+/b? — 4dac B —/b? — 4ac

2a 2a a
—b+ Vb —4dac  —b— Vb2 —dac VD —dac
2a 2a N a )

o 7 — x5. Temos dois casos

—_b—\/b2 —4dac é\/b2 — 4dac

2 — 25 = (z1 — 29) (21 + 13) = - - -

ou
B b\/b?2 — dac

a a
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e 73+ 3. Usamos que

b 3cba  —b(b* — 3ac)

3 3 _ 3 . B
T+ xy; = (1’1 +$2) - 3131562(1’1 —1—1‘2) = _5 + e — =

Exemplo 12 (Mackenzie-1968). Se a e b sdo raizes de
2> —pr+B" =0

mostre que

log s a® 4 logz b* + logp a® 4 logz b* = mp.

Comparamos 2> —px+ B™ com z? — Sz + P, onde S é a soma das rafzes e P o produto,

logo p =a+ b e B™ = a.b, usando propriedade de logaritmos temos
Bm
b b b b bpa+b TN
logy a®+logg b°+logg a’+logg b* = logg(a®0°a’h®) = logg(a®b**’) = (a + b) logy (ab) =
——
p

Definigao 15 (Trinomio quadrado perfeito). Um trinomio da forma ax® + bz + ¢ que

pode ser escrito como (ax 4 t)? é chamado de trinémio quadrado perfeito.

Exemplo 13. Que termo devemos adicionar ao trinémio z* + px + ¢ para que se torne
um quadrado perfeito?
Se ele se torna um quadrado perfeito, ele deve ser da forma (x + a)* = 2 + 2ax + a?,
2
Do

igualando o coeficiente de x devemos ter 2a = p, logo a = g, (x + 5) =2+ pr+ %,
2 2

logo devemos adicionar % e retira —¢, isto é, somar o elemento % —q.
Definigcao 16 (Equagao e fungado biquadrada). Uma equacao biquadrada é da forma

ar' +bx® + ¢ =0, onde a # 0,b,c € R.

Corolario 8. Em uma equacio biquadrada az® 4+ baz® + ¢ = 0, podemos fazer 2% = y e
ficamos com a equagao

ay® +by +c=0

que sabemos resolver, se encontramos raizes yi, y» para a equacao entdo temos x> = y; ou

z? = yo, que dao origem as solucoes

mp
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\/?I> _\/E? \/@’ _\/%'

1.6.2 Concavidade

Estudaremos agora a concavidade da fun¢ao de segundo grau.

Definigao 17 (Secante). Sejam uma funcao f: A — R,a,b € A o segmento que liga os

pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é chamado a secante ab.
Definicao 18 (Fungao convexa). f: I — R é dita convexa quando

flz) < f(a)+w&c—a)vyc € la,b] = I.

Se a funcao é convexa dizemos que ela tem concavidade voltada para cima.

Em uma fungao convexa, todos os pontos de um intervalo [a,b] estao abaixo das

secantes que ligam os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Defini¢ao 19 (Fungao concava). f é dita concava quando —f é convexa. Se a fungao é

concava dizemos que ela tem concavidade voltada para baixo.

Propriedade 14 (Desigualdades fundamentais). f é convexa em I <

f@) = 1) _ )~ fla) _ fx) = FO)

r—a - b—a - r—2b

com z € [a,b].

Demonstracao. = .) Se f é convexa entao vale f(z) < f(a) + f(b[)) : i(a) (x —a)
com r > a tem-se
F@) ~ fa) _ )~ f(a)
r—a ~ b—a
da mesma forma f(x) < f(b) + W(x —b)comz<bdaiz—b<O0e
f(x) = f(b) _ f(b) — f(a)
xr—b T  b—a

dai segue que
f@) = fla)  fO) = fla) _ fl=) = f(B)

T —a b—a z—b

<). Se ambas desigualdades sao validas entao vale que a fungdo é convexa, basta

partir da desigualdade de maneira similar a que foi feita acima.
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Propriedade 15 (Concavidade da parabola ). f : R — R com f(x) = az® + bx + ¢ é

convexa se ¢ > 0 e concava se a < 0.

Demonstragao. Vale que

fy) — f@) _aly—=2)°+bly—=x) _ aly + 1) +b
y—x y—x
Entao dado x € [ay, as], f é convexa <
f(@) = fla) < flaz) — f(ar) < f(@) — f(a2)

T —aj - a9 — aq - T — a9

no caso para ser convexa deveria valer
alx+a)+b<alaa+a)+b<alr+a)+bsalx+ar) <alaz+ar) < alz+ a)

como a; < x e x < ag somando ay na primeira desigualdade e a; na segunda desigualdade
e multiplicando por a > 0 segue que a(x + a1) < a(az + a1) < a(z + az), logo a funcao
¢ convexa. Portanto se a > 0 a fungao tem concavidade voltada para cima e se a < 0 a

funcao tem concavidade voltada para baixo.

Propriedade 16. Seja f : I — R derivavel em . Sao equivalentes
1. f é convexa.
2. f' é nao-decrescente.

3. Va,r €I temos
f(@) = fla) + f(a)(z —a),
isto é, o grafico de f estd situado acima de suas tangentes.

Demonstracao.

e (1) = (2). Supondo f convexa valem as desigualdades fundamentais

F@) ~ fla) _ f(O) ~ fla) _ flx) ~ fO)

T —a - b—a - r—>b

com a < x < b, tomando x — a* no termo da extrema esquerda e x — b~ no termo

da extrema direita, segue que

f'(a) = fi(a) < fL(b) = f'(b)

pois f é derivével, logo a < b= f'(a) < f'(b) portanto f’ é nao decrescente.
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e (2) = (3). Supondo a < =z, pelo TVM existe z € (a,z) tal que f(z) = f(a) +
f'(2)(x — a). Pelo fato de f’ ser nao-decrescente tem-se que f'(z) > f'(a) daf

f(x) = fa) + f(a)(z — a)

Caso = < a, pelo TV M existe z € (z,a) tal que

fla) = f(@) + ['(2)(a —x) = fla) + ['(2)(x — a) = f(2)

como f’ é nao-decrescente vale f'(z) < f'(a) portanto

fla) + f'(a)(z —a) < [f(=).

Caso x = a vale a igualdade, assim ficam provados todos os casos, a desigualdade

vale em geral.

e (3) = (1). Sejam a < ¢ < b. Definimos a(z) = f(c) + f'(c)(x — ¢), H = {(x,y) €
R? |y > a(z)} o semiplano superior determinado por a(z) que é tangente ao grafico
de f em (c, f(c)).

H ¢é um subconjunto convexo do plano, qualquer segmento de reta que liga dois

pontos de H estd contido em H. (a, f(a)) e (b, f(b)) € H e o ponto desse segmento
L0~ (@
a

= (c—a)coma<c<b

que possui abscissa ¢ também, logo f(c) < f(a)

arbitrarios, disso segue que f é convexa.

Corolario 9. Todo ponto critico de uma funcao convexa é um ponto de minimo absoluto

Sendo a o ponto critico tem-se f'(a) = 0, usando que f(z) > f(a)+ f'(a)(z—a) tem-se

f(z) > f(a) Vz, logo a é ponto de minimo absoluto.

1.6.3 Pontos de maximo e minimo

Propriedade 17. A funcdo quadratica f : R — R com f(z) = az® + bx + ¢, a > 0,

) .. - —b
admite um valor minimo absoluto o em r = v
a a
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Demonstragao. Aplicamos a derivada a fungao e igualamos a zero para achar seu

possivel ponto critico f'(z) = 2ax +b =0 & z = % ela possui ponto critico e pela
a

observagao anterior o ponto é de minimo absoluto.

b A
Substituindo o valor de z encontrado na expressao f(z) = a[((x + 2—)2) — ﬂ]’
a a
—A
t = —.
encontramos f(x) o

Corolério 10. A funcdo quadrética f : R — R com f(x) = az®+br+c, a < 0, admite um

valor maximo absoluto :l_ em z = —. Aplicamos o resultado a — f () = —az® —bx —c
a
S beoluto —— A —(=b) —=b
ue possui minimo absoluto = —emzx= = —.
qane P 4(—a)  4da 2(—a)  2a
A —A
_ > = < _=
f@)> oo f@) <
—-b —A

Definicao 20 (Vértice da pardbola). O ponto V = ( ) é chamado vértice da

20’ 4a
funcio quadratica f: R — R com f(x) = az® + bx + c.
Exemplo 14. Dentre todos retangulos de perimetro P ( constante), determine aquele
com area maxima.

Sejam x e y as medidas dos lados do retangulo, entao vale P = 2x 4 2y, além disso a
area é dada por A(x) = z.y = x(E —x) = I—?x—xQ, como funcao quadratica com coeficiente

2 2

2 : f = £t _ p _ p ‘ot ;P2
de x negativo a run¢ao assume maximo em & = —, IOgO Yy = Z € O maximo ¢ <Z) . LOgO

4

o retangulo de area maxima é um quadrado.
Tal aplicacao também modela o problema de achar os ntimeros x e y com soma P, tal

que seu produto seja maximo.

Propriedade 18. O ponto de maximo ou minimo de uma fungao quadratica f(z) =

az? 4+ bx + ¢ depende apenas das rafzes da equacio quadratica.

Demonstragao. O ponto em que a equacao atinge maximo ou minimo é dado por

Tm = 5 podemos escrever f(z) = az® — a(z, + ) + 2129, temos entdo b = —a(z, + )
a
dai
a(ry +x3) (214 2)
2a 2

Tm =

Corolario 11. Se duas fungoes quadratica possuem mesmas raizes entao assumem maximo

ou minimo no mesmo ponto.
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Exemplo 15. Duas fungoes quadraticas podem ter mesmas raizes porém assumir valor

mAaximo ou minimo em pontos distintos, como é o caso de z? — 2z + 1 que tem y minimo
-1

—1
emy=-—-e 2(z% — 2z + 1) tem minimo em y = -5

1.6.4 Imagem da fungao quadratica

Corolario 12 (Imagem da fungao quadrética). Se a > 0 a fungao quadratica tem minimo
—b

absoluto em = = 2 assumindo valor y = :1— nesse ponto, como a funcao é continua e
a a
vale
. 2 . 2 b C
lim az” +br +c= lim 2°(a + — + —) = 00
T—00 T—00 T xX
. - , e . -b —A .
pois a > 0, como a fungao é continua , tende a infinito e tem minimo em (2—, 4—) entao
a’ 4a
sua imagem é
o)
—,00).
4a "’
De maneira similar para a < 0, vale
. 2 . 2 b C
lim az® + bz +c= lim 2°(a + — + —) = —o0
r—00 Tr—00 €T €T
logo a imagem ¢
(o0, 22
—0o0, —|.
" 4a

1.6.5 Eixo de simetria

Propriedade 19. A funcao quadratica tem um eixo de simetria na reta r = ;—, isto é,
a
—b

para todo r f(;—clz +7r) = f(% —r).

Demonstracao. Usando a fatoragao

f@) = al(e + 5 — o]
fica claro que
fGe +7) = allr)? — 5] = al(=r)? — o] = (50~ 7)
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1.6.6 Estudo do sinal
Propriedade 20 (Caso A < 0). Se A < 0 entdo f(z) = az® + bz + ¢ tem o sinal de a.

Demonstracgao. Usamos a fatoragao

b —A
f(z) = al(z + %)2 + 4—a2]
>0 >0

logo se a < 0 a funcao assume valor negativo e se a > 0 ela assume valor positivo , para

todo = € R.

Propriedade 21 (Caso A = 0). Se A = 0 entdo f(z) = ax® + br + ¢ tem o sinal de a, a

menos no ponto r = % onde a fungao se anula.
a

Demonstracgao. Usamos a fatoragao

F@) = al(e + 5 -] = al(a + ) geqo

logo se a < 0 a fungao assume valor negativo e se a > 0 ela assume valor positivo , para

—b
todo x € R e se anula < = = 50 entao em geral se a > 0 vale f(z) > 0 e se a < 0 entdo
a

f(z) <0.

Propriedade 22 (Caso A > 0). Se A = 0 entdo f(x) = az® + bz + ¢ tem duas raizes
xo > x1, f tem o sinal de a para x > x5, x < x1, se anula nos pontos x; e x5 e tem sinal

contrario ao de a em (z1, xg).
Demonstracgao. Usamos a fatoracao
f(z) = alzx —x1)(z — 22)
e Em z; e x5 a funcao se anula.

e Em x > x5 temos também = > x; logo

flx) =a(e—x)(x—x,)
>0 >0

a funcao assume sinal de a.
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e Caso = € (x1,x2) entdo

flz)=a(x—x1) (x — x9)
>0 <0

a funcao tem sinal contrario ao de a.

e Finalmente se x < x1 entao x < x4

flx)=a(r—x1) (x — 22)
<0 <0

e f possui o sinal de a.

Exemplo 16 (ITA-71-Questao 12). Determine o conjunto solu¢ao do sistema de desi-

gualdades

e ar+bxr >0
a o
* 17 —br+(20—a) <0

com a e b positivos e distintos.

A primeira desigualdade fornece x(a + b) > 0 logo z > 0, pois a + b > 0. Como
o coeficiente de z? é positivo, entdo a parabola tem concavidade voltada para cima, a
funcao sé ira assumir valor negativo entre as raizes. Calculamos as raizes da equagao e o

discriminante

A:b2—4%(2b—a):b2—2ba+a2:(b—a)2

as raizes sao dadas por

se b < a entdo

—b—b+a a—2b —b+b—a
n=2A——)=2—) =) =2
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se a — 2b < 0 o sistema nao tem solucao, pois as duas raizes sao negativas. Se
a—2b

a — 2b > 0 entao temos solu¢do para 0 < z < 2(———) (observe que a solugdo é um
a
intervalo limitado). Se a — 2b = 0 nao temos solugao .
O caso de b > a as raizes sao
—b+b—a a—2b

T ZQ(T) = -2, 13 =2( o

)

que é quase o mesmo caso do anterior apenas mudando o nome das raizes, porém nesse
caso o sistema nao possui solucao pois caso a — 2b < 0 e a = 2b nao implica solu¢ao como
no caso interior e se a — 2b > 0 concluimos a > 2b e de b > a com 2b > b segue a > a o
que nao acontece.

As opcoes de resposta eram
e a) < —eb>a. Que nao pode ser pois nao ha solucao com b > a
a
e b)z>2eb<a. O intervalo solugao nao é limitado, descartamos a opgcao.

3 3
ec)0<zx<leb> Z&' Também nao é verdadeira, pois se b > Za entao para algum

b pode valer b > a, onde nao ha solugao.

b
d) z > — — 2 e a > 2b. Nao é verdadeira pois o intervalo solucao ¢ ilimitado.
a

e ¢) Nenhuma das anteriores. Ficamos com essa opgao, pois nenhuma outra é sempre

verdadeira.

Exemplo 17 (ITA -1965). Estude o sinal do trinomio —2* + 3z — 4.

Calculamos o discriminante
A=9—-4(-1)(-4)=9-16=—7

logo o polinomio nao possui raiz real e como sua concavidade é voltada para baixo a

expressao s6 assume valor negativo.

(S

Exemplo 18 (ITA-1967). Seja y = [ax® —2bx — (a+2b)]2. Em qual dos intervalos abaixo

y € real e diferente de zero?
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b
a)a>0,b>0, —1<x<aJr )
a

2b
b)a>0,b<0, x:a+ :

a

c)a>0,b=0, —-1<z<l.

d)a<0, b=3a, < —1.

a+b

e)a<0,b=2a, —1<z<

Primeiro calculamos o discriminante

A = 4b* + da(a + 2b) = 4b® + 4a* + 8ab = 4(a® + 2ab + b*) = 4(a + b)?

2b+2(a+0b) bE(a+b)

portanto as raizes sao da forma r = = , que da origem as raizes
a

2a

2b+a
a

I :—1, To =

para que as solugoes se degenerem em uma apenas, € necessario e suficiente que 2b+ a =

—a < 2b= —2a < b= —a, em qualquer outro caso temos duas raizes distintas.

Se a > 0 entao a parabola tem concavidade voltada para cima e temos o enunciado
satisfeito para z fora do intervalo entre as raizes, onde a funcao assume valores
positivos. Descartamos a opg¢ao a), pois no intervalo dado nesse caso a funcao

assume valor negativo.

a—+ 2b
a

Descartamos a opgao b), pois o ponto x = é raiz.

Descartamos a opgao c), pois se b =0 e a > 0 as raizes sao —1 e 1, entre as raizes

a fungao assume valor negativo quando a > 0.

Descartamos a opgao d), pois se a < 0 a fungao s6 pode assumir valor positivo no

intervalo entre as raizes, que é um intervalo limitado.
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e A opgao e) é a correta, com a < 0 e b = 2a, as raizes sao —1 e 5, no intervalo
a+b
a

é

(—1,5) a func¢do assume valor positivo, em especial o intervalo —1 < z <

o intervalo (—1,3) que estd contido no primeiro, pois usando b = 2a e substituindo
a—+ 2a
a

=3.

tem-se

Exemplo 19 (ITA -1967). Em qual dos casos abaixo, vale a desigualdade
r? — axr — 2a*

<
22— (a+2)x + 2a

0:
e a)a<0, z<2a.
eb)a=0,2z>—a

ec)a>2 2<zx<a.

d)a>2 —a<z<2.
e ¢c)a>2 x> 2a.

Vamos mostrar que vale aletrad,dea > 2e —a < x < 2tem-se —a < x < 2 < a < 2a,

logor —2<0,x—a<0,r—2a<0e0<x+ a, agora fatoramos

/—;A/—ja

1® —ar —2a*>  (r—2a)(z+a) <0
22— (a+2)x+2a (v—a)(r—2)
—— ——

que é realmente negativo pois no numerador o resultado é positivo e no numerador nega-

tivo, resultando numa fracao negativa.

Exemplo 20 (IME -1963). Dar os valores de = que satisfazem a inequagao

22 —2> —a? +4x + 4.

222> 4 dr+4e22 —4dr—-6>0222—-20—3>0

calculamos as raizes, que sao r1 = —1 e x5 = 3, logo o polinomio assume valor positivo

parax >3 oux < —1.
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Exemplo 21 (ITA 1964). Resolva a inequacdo (z — 4)* > 0.
Um numero nao nulo ao quadrado é sempre positivo, entao a inequacao acima sé nao

vale para z = 4, quando o termo se anula, logo o conjunto soluc¢ao da inequacao é R\ {4}.

1.6.7 Comparacao de um numero real com as raizes da equacgao

de segundo grau

Propriedade 23. Sejam z; < x5 raizes reais de f(z) = ax® + bz + ¢ e ¢ um nimero real

qualquer, entao
e Se ¢ é uma das raizes entao f(c) = 0.
e Se ¢ <z ouc>xyentdo af(c) > 0.

e Se x; < c < zyentdo af(c) <O0.
Demonstracao.

e Se ¢ ¢ uma das raizes entao f(c) =0, é claro.

e Se ¢ < xy ouc > xy entdo af(c) > 0. No intervalo onde esta ¢, f tem o sinal de a

logo af(c) > 0.

e Se xr; < ¢ < zy entdo af(c) < 0. No intervalo onde estéd ¢, f tem sinal contrério ao

de a logo af(c) < 0.
Propriedade 24. Se existe ¢ € R tal que af(c) < 0 entdo f(x) = ax® + bz + ¢ tem zeros
reais e distintos e ¢ esta entre as raizes.
Demonstracgao.
e Se fosse A =0 entao af(x) > 0 para todo x, o que contraria a hipStese.
e Se fosse A < 0 terfamos af(z) > 0 para todo z.

Entao tem que valer A > 0 e f possui raizes distintas x; < x»
Se fosse ¢ > x5 ou ¢ < x1 entdo af(c) > 0 pelo resultado anterior, o que nao acontece

entao 11 < x < To.
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Propriedade 25. Seja f com A > 0 com duas raizes 7 < z5. Se af(c) > 0 entdo ¢ <

ou ¢ > .
Demonstracao.
e Se A>0ecé€ (x,x9) entdo af(c) < 0.
e Se A =0 e céraiz entao f(c) = 0.

Nenhuma dessas hipoteses pode acontecer entao ¢ < x1 ou ¢ > xs.

1.6.8 Sinais das raizes da equacgao de segundo grau

Propriedade 26. e f tem raizes nao negativasse A>0,5>0e P >0
e f tem raizes nao positivasse A >0,S<0e P >0

e f tem raizes de sinais contrarios se P < 0.

1.7 Interpolacao de Lagrange

Exemplo 22. A afirmativa, dados n pontos (zy,yx) (com os xj distintos), entao existe
um polindmio de grau n + 1 que passa por esses pontos é falsa. Considere os 3 pontos
(1,1),(2,2),(3,3) entdo nao existe polinémio de grau 2 que passa por esses pontos, pois
o sistema p(r) = ax?® + bz + ¢ com os pontos dados, implica que a =c=0e b= 1

pois temos que ter

p(l)=a+b+c=1

p(2) =da+2b+c=2

p(3) =9 +3b+c=3

substituindo ¢ = 1 — a — b nas outras temos
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da+2b+1—a—b=2
logo
3a+b=1
e em p(3)
9a+3b+1—a—-0=3
8a+2b=2 ,;4da+b=1
dai igualando 3a + b = 4a + b implica a =0 e b = 1 jogando em ¢ = 1 — a — b implica
c=1-0-1=0
logo a = 0,b = 1 e ¢ = 0 entdo o polindomio serd de grau 1 p(z) = x, e ndo tem ha
polinomio de grau 2 que passa por esses pontos .

Propriedade 27. Sejam (xy, yx)|r—,, n pontos, com os valores zj, distintos entre si, entdo

o polinomio

passa pelos pontos dados.

Vamos mostrar que p(z;) = Y.

Demonstragao.

Tp — Ts
Zyt =
= s=1,s#t t s

abrimos a soma em k

n
T — Ts T — Ts T — Ts

_g Yt || - +Yi || - + g Yy || . = Yk-
t=1 5= 1,s#t Lt s s=1,s#k Ts t=k+1 s=1,s#t Lt s

- N TV

_0 =1 =0

J/

o motivo do primeiro e o ultimo termo serem zero é o seguinte, na primeira soma t varia
de 1 até k — 1, entao em nenhum momento vale t = k e como o produtério varia de s = 1
até n (diferentes de t)s ird assumir o valor k, onde teremos o fator xy — z; que anula o
produtoério. Da mesma maneira no segundo somatorio ¢ varia de k + 1 até n, entao em
nenhum momento é igual a k£ e mais uma vez ird aparecer o fator xy — x; no produtério,

pois s varia de 1 até n ( diferente de t), disso segue o resultado.
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O grau do polinomio interpolador de Lagrange é no méaximo n — 1 pois temos

n
I
Ty — T

s=1,s#t

produto de n — 1 termos. O polinémio que passa pelos pontos (z, yx)|r—; nas condigoes
da propriedade anterior é tinico, pois se existissem 2 polinomios p e f que passam por
esses pontos, entao g = p — f é um polindmio de grau < n — 1 que possui n raizes, que

sao os pontos (z)7, logo esse polindmio é identicamente nulo, portanto vale p = f.

Propriedade 28 (Versao exponencial). Sejam (xy, yx)|r_,, 7 pontos, com os valores z

distintos entre si e cada yi # 0, entao a exponencial

n
T—Tg

- H T—Ts
(@) = T

t=1
passa pelos pontos dados.

Vamos mostrar que g(zg) = Y.

Demonstracao.
n LT —Ts
[T k=
g(z) = [ [l =
t=1
=0 =1 =0
7 -\ % N
n n n

1> || 1>
- Ty — T Ty — Ty Ty — T
- t t

7/ =Yk N /
=1 =1

O expoente do primeiro produtério é zero, pois como t varia de 1 até k — 1 ele é diferente
de k e no produtorio do expoente s podera assumir o valor k, zerando o produtorio, como
todo nimero elevado a zero é 1 segue que o primeiro produtério assume o valor 1, no
segundo produtério acontece o mesmo, pois t varia de de k + 1 até n entao é diferente
de k e no expoente teremos o valor s = k no produtorio que torna o termo x, — x;, zero,
novamente como um numero elevado a zero € 1, resta apenas o termo central onde o
expoente é 1 pela divisao.

Observacao

Se algum valor ¥, for negativo a funcao podera assumir valores complexos, se vale
sempre y; > 0 entao a fungao é real. Podemos tomar permitir que valores y; sejam zero

se tomarmos
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lz—zs]|

ol

t=1

e ainda teremos g(xy) = yx, pois o argumento permanece inalterado

n lzp—zs|
H yt s 1 s;ét lo¢—ws] —
t=1
=0 =1 =0
H |xk—x3| H |xk—x3‘ H ‘xk—xs|
k—1 T T n T 7
= L= T gt T et T
S— v d S—
=1 - ) - t=h+1 _ .
-1 =1

além disso nao teremos problema com 0 elevado a um ntmero negativo, que nao esta
definido, pois o médulo faz com que os valores sejam nao-negativos e no caso de aparecer

0° usamos a definicdo de que 0° = 1.

Propriedade 29. Sejam (z, yx)|r_1, 7 pontos, com os valores z;, distintos entre si entao
podemos escrever uma fungao g(x) em forma exponencial e médulo que passa pelos pontos
(g, Yk)|r—q € para todo x diferente de algum zj, tem-se g(x) = 0.

Demonstracao.

Tomamos um ponto x,; diferente de cada x; dado e o ponto y,+1 = 0, tomamos a

funcao
n+1 "ﬁl |z —xs|
lot—xs]
g(x) = [Jw)=r ™
t=1
n+1
j& mostramos que essa fungao passa pelos pontos (xg, yx) , temos ainda
k=1
n+1 T eas n T ea i lz—as|
I o= T Te=asl I el
g(z) = H(%)S:l’s# ' = [H(yt)szl’S# U (g )=t T ] =
t=1 t=1
n "L e oy lo—as| n T e —
I o= | ey I e=a H =t
| (e (DR B ) (PO (U
t=1 t=1
se x for diferente de x;, para todo k de 1 até n entao o produtorio H ﬂ = p nao
‘xn—l—l xsl

sera zero e sera positivo por causa do modulo, teremos entao Op = O tornando a funcao

zero nesses pontos [
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1.8 Teorema de Newton

n
Propriedade 30. Seja o polinomio E a,x’ , ele possui n raizes complexas

v=0

n
S = g xy"
t=1

(x¢)T. Denotaremos

Vale que

n
g avSerkfn = 0.
v=0

Demonstracao.

Para cada raiz vale

, multiplicando por zF~" segue

n
g apr! T =0
v=0

tomando a soma sobre todas as raizes

n n n n

n
v+k—m __ v+k—n __ _
g E Ay Ty —E avg xy —g Ay Sysk—n = 0.
t=1

t=1 v=0 v=0 v=0

Tem-se entao
n

Z avSU+k—n =0

v=0

i an—vSk—v = 0.
v=0

Exemplo 23. Para qualquer polinomio de grau n vale

n
0

Sozg T, =n.

t=1

n
S = =8
1—5 ;= 0.

t=1

Exemplo 24. Se (r)1"'! sdo as raizes de

22 20 +11=0
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calcule
2011

2011
5201122 [
k=1

Pelo teorema de Newton temos

2011
Z CLUS»U =0= CL20115(2011)+CL151+CL050 = 5(2011)—2051+1150 = 5(2011)—2051+112011 =

v=0
- 52011 - 2051 + 22 121 = 0

Como S; é a soma simples das raizes, entao S; =0

portanto 52011 = —22121.

1.9 Raizes

1
Exemplo 25. Seja P(x) = — de x = 1 até n + 1, P sendo de grau n. Nessas condigoes
x

calcular P(n +2). De z = 1 até n + 1 vale vale

P(x)—ézo, eP(x)—1=0

dai vale
n+1

v.Px)—1=a]](=-k)
k=1
igualdade que se verifica pois do lado esquerdo temos polinomio de grau n + 1 e do lado

direito também . Tomando x = 0 segue

n+1

—1=aJ(=k) = (1) (n+1)
(=1)"
(n+1)!

logo a = . Tomando x = (n + 2)

D" T

(n+2).P(n+2)—1= CES k]:]l(mz—k) = (—1)"
dai segue que
(L+ (=)

Pn+2) = n+2)
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Propriedade 31. Seja um polinémio P de grau n com raizes (xj)} nao nular com mul-

tiplicidades (my)] respectivamente entdo podemos escrever

a2

k=1
Demonstragao. Um polinomio de grau n é determinado por n + 1 valores distintos,

para cada xj vale

=1
n /\
k:l H,_/
=0
para cada um dos n valores x; . Agora para x =0
n 0 e
P(0) =p(0) [ (1 - o) =)

k=1
1.10 Fatoracao

1.10.1 Fatoracoes basicas

1.10.2 Fatoragao por Progressao Geométrica P.G

Exemplo 26. Por meio da férmula de soma de termos em progressao geométrica,

m—1

(2™ —y™) = (x—y) » aFym'F

k=0

podemos conseguir algumas fatoragoes basicas

=y =(x—y)(z+y)

? —y? = (v —y)(2® + 2y + ¢°)
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e Se m ¢é impar entao

(5 = ()" = "4 ™) = () 3 ()

3

>
Il
o

Usaremos a identidade

para fatorar alguns polinomios.

Exemplo 27. Fatorar z? 4+ 22 + 1.

2 2\3 6 3 3
4 2 ok (7)) =1 -1 (z° = 1)(2° + 1)
]_: p— f— p— p—
S g(x) 2 —1 x?—1 x?—1

_ (z—1)(z+D)(@*+z+1)(2* —x+1) = (@t + )@ —z+1).

x?—1
Exemplo 28. Simplificar
—1
> (a?)
k=0
p—1
> @t
k=0
onde p é impar .
Por soma geométrica
R ok
k;)(ac) e —1z—1 P41

p—1 2—1ap -1 x+1
>k
k=0

[y

_ bt
como p é fmpar (2P+1) = (z+1) » 2"(—1)P"'* daf a expressdo resulta em Z ak(=1)pP 1k,

0 k=0

3

i

Exemplo 29. Mostrar que
a® + b+ — 3abe = (a + b+ c)(a® + b + ¢* — ac — be — ab).
Primeiro completamos cubo

a® +b* + ¢ — 3abc = (a + b)* — 3a®b — 3ab® + ¢* — 3abc =
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fatoramos e usamos z° + 3 = (v + y)(2* —zy +y*) comxr =a+bec=>b
=[(a+b)*+c* = 3(ab)[(a+b+c)] = (a+b+c)[a+b?— (a+b)c+c?—3ab) =
=(a+b+c)(a®+ b+ —ac—bc—ab) O.

Exemplo 30 (Omegaleph 2001). Sinthaya Gupta é um estudante com uma inteligéncia
brilhante. Aos 11 anos ele ja sonha em entrar no IIT de Delhi. Seu professor de ma-
tematica, Kumar Ghandiji, certo dia brincou com ele propondo-lhe 3 questoes a fim de
testar sua argucia, visto que ele estava deixando todos professores adimirados pela veloci-
dade com que resolvia os problemas propostos dentro do seu nivel e até acima dele. Sem
o uso de calculadora, Sinthaya levou exatamente 5 segundos para resolver a), 7) segundos
para resolver b) e 9 segundo para resolver ¢). Sabendo que ele acertou todos resultados,

quais foram eles? Foram estas as questoes: Calcule:
e a) 13> — 7%
e b) 103% — 972
e ¢) 100003? — 999972

Nesse problema usaremos a fatoracio 2% —y* = (x—y)(z+y), aplicando aos problemas

temos
e a) 13> —7* = (134 7)(13 — 7) = 20.6 = 120.
e b) 103% — 97% = (103 + 97)(103 — 97) = 200.6 = 1200.

e ¢) 100003% — 999977 = (100003 + 99997)(100003 — 99997) = 200 000.6 = 1200000.

Podemos perceber um padrao em comum em todas essas questoes e generalizar, todas

as expressoes apresentadas sao da forma
(10™ + 3)* — (10™ — 3)?

aplicando o produto notavel tem-se
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(10" 4 3)% — (10™ — 3)* = (10" 4+ 3 4+ 10" — 3)(10™ + 3 — 10" 4 3) = 2.10".6 = 12.10"

no problema a), b) e ¢) temos respectivamente n = 1,2, 5.

1.10.3 Identidade e Sophie Germain a* + 4b* = ((a — b)* + b*)((a +
b)* +b*)
Propriedade 32 (Identidade de Sophie German). Vale que
at +4b* = [(a — b)* + b*][(a + b)* + b7,
ou de forma equivalente
at +4b* = (a® — 2ab + 2b%)(a* + 2ab + 2b%).

Demonstracgao.

a+4b* = (a*)? + (2b)% + 2a2b* —2a22b* = (a® + 2b*)* — (2ab)* = (a®—2ab+2b*)(a*+2ab+2b%) [

(z+y)?, v=a?, y=2b 22 —y?=(z—y)(z+y)

Exemplo 31. Calcular a férmula fechada do produtério

n—1

H (z + 2y + dyk)* + 4y*
: (7 + 4yk)* + 4y*

Usamos a fatoracao de Sophie Germain, no numerador e no denominador
at +4b* = [(a — b)* + b*][(a + b)* + b

(z+2y+yk) ' +y" = [(z +y + dyk)* + v°][(x+3y+4yk)*+y°] = Al(a—y+y(k+1))*+y7]
)
(z + 4yk)* +4y* = [(z — y + 4yk)* + v°] [(z + y + 4yk)* + 7]

A

-~

A
a divisao dos dois fatores se simplifica em

(x4 2y +4yk)' + 4y (x—y+4ylk+1)>+y* glk+1)

(x + dyk)* + 4y - \(x —y + dyk)? + y% g(k)

g(k)
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logo o produto ¢ telescépico, resultando em

n—1

I (x4 2y +4yk)* + 4y g(n)  (z—y+4yn)* +y°
(x + 4yk)* + 4y* g(1) (x + 3y)? + y?

k=1

Exemplo 32. Calcular o produto
’ﬁ 324 + (10 + 12k)*
324 + (4 4+ 12k)*

k=0
o resultado sai do anterior tomando z =4 ey =3

’ﬁ 324+ (10 + 12k)* 5+ 12n + 72n2
324+ (4+ 12k)* 5 '

k=0

Exemplo 33. Calcular a soma

Usamos a fatoragao de Sophie Germain
a* 4 4b* = (a* — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 2b?),
que resulta em

4k (1+ 2k + 2k%) — (1 — 2k + 2k?) 1 1

1+ 4k~ (1 —2k+2k2)(1+ 2k +2k2)  (1—2k+2k%) (1—2(k+1)+2(k+1)?)

logo temos uma soma telescopica, aplicando a soma tem-se

”Z‘l 4k 1 O
144k (1-2n+2n2)

1.11 Polinémios , primos e inteiros

Propriedade 33. Se P(x) tem coeficientes inteiros entdo P(z) € Z para todo = € Z.

Demonstracao. Seja r € Z entao
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z(x +1)

Exemplo 34. Nao vale a volta, pois P(z) = assume valor inteiro para todo

x € Z porém seus coeficientes nao sao inteiros.

Propriedade 34. Se um polinomio de grau n assume valor racional em n + 1 pontos

racionais entao esse polinomio tem coeficientes racionais.

Demonstragao. Aplicacao de interpolacao de Lagrange.
Sejam (zy, yx )", n -+ 1 pontos, com os valores x;, distintos entre si, z; e y, racionais,

entao o polinomio
n+1 n+1

p@) =3 [1 o=

t=1 s=1,s#t

passa pelos pontos dados e deve ser o polinomio de grau n que passa por esses pontos, o0s

coeficientes sao racionais pois sao combinacoes de produto e somas de racionais.

Exemplo 35. Um polinomio pode nao ter coeficientes racionais e assumir valor racional
para uma infinidade de valores, como por exemplo P(z) = x — V2 que assume valor
racional para todo z da forma z = V2 + 7 onde r € Q. Esse resultado também segue por
continuidade dos polinomios, todo polindbmio nao constante assume valor racional para
uma infinidade de valores por continuidade.

n
Propriedade 35. Se f(x) = E a,z® de grau n assume valor inteiro para ng, - - - , ng +n,

k=0
ng € Z entao f(x) assume valor inteiro para todo z inteiro em especial f(0) = aq ¢ inteiro.

Demonstracgao.

A" () =0 = (E-1)"" fz) =)

s=0

n+1 TL+1
S

) ) =0

fle+n+1)=— Y (n+1)(—1)"“8f(:c+s)

S
s=0

os coeficientes sao inteiros, tomando = = ng temos

Flno+n+1)=— En: (” * 1) (—1)"1% f(ng + 5)

S
s=0
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entao f(ng+n+1) é inteiro, aplicando indugao temos que f(n) é inteiro para todo n > ny,

agora para valores menores usamos também a mesma recorréncia

fetnr 0+ 30 ("I )0 e ) = (1)

tomando x = ng — 1 temos

o+ ) +"§f (") s+ ) = (-0 o 1)

por indugao provamos que para todo n < ng, n € Z implica f(n) inteiro, portanto vale
para todo n € Z, f(n) € Z. Poderfamos trocar o enunciado de f(n) inteiro por: Se f(n)
assume valor divisivel por m para ng, -+ ,ng+n, ng € Z entao m|f(n) para todo n € Z,

a demonstracao é essencialmente a mesma.

Propriedade 36. Nao existe polindmio (ndo constante) que assume valor primo para
todo n > ng com n,ng € 4.
Demonstracao. Se houvesse tal P, digamos de grau s, ele deveria ter coeficientes

racionais, pois assumiria valor racional para uma infinidade de racionais no dominio, além

disso terfamos ay = P(0) € Z, entdo ele seria da forma

—ag—i‘z mdcnk,dk)_l di > 0.
S lk
Se ap = 0, tomamos t > 1 tal que [ = n%(H dp)t > ng, dai i e miltiplo de n?
k=1

logo o polindmio nao assume um valor primo, o que é absurdo. Se ag # 0 tomamos
S

[ = a(z)(H dy,)t > ng, que resulta aplicado em f um valor multiplo de ag, o que novamente
k=1
leva a um absurdo, entao nao existe tal tipo de polinomio.

1.12 Relacoes de Girard

Propriedade 37. Seja um polinomio G(z) = Z arz®, ele pode ser fatorado da forma
k=1

n

x) = aH(x —TE) = Zakxk

k=1
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onde temos (ry)} as n raizes de G. Entao podemos denotar cada aj como soma e produto
das raizes da seguinte forma: Seja P; o multiconjunto de todas combinagoes de produtos

de s raizes de indices distintos de GG, entao vale que

an—s = a(—1)* Z k.

kePs

Demonstragao.

Corolario 13. Se s = 1 entdao P, = {ry,--- ,7,} logo

n
Ap—1 = —0Q E r, = —as.
k=1

n

Se s = n, s6 temos uma maneira de tomar o produto das n raizes, logo P, = {H T}

k=1
portanto

n
agp — (-1)” H’T’k.
k=1
Se s = 0, o produto de 0 raizes de indices distintos de G é um produto vazio, logo
Py = {1}

a, = a.

1.13 Rouché

Propriedade 38 (Rouché). Seja v um caminho fechado em C|, sendo f e g holomorfas
sobre v e no seu interior. Se |f(z)| > |g(z)| Vz € v ent@o f e f+ g possuem igual nimero

de zeros no interior de 7.

Exemplo 36. Calcular o niimero de zeros no circulo |z| = 1 do polindmio 2" —5z*+ 2% —2.
Tomamos f(z) = —5z* e g(z) = 2"+ 22 — 2, daf |f(2)] =5 e |gz)] = |27+ 22 — 2| <
2"+ |22 +2 =14+ 1+2 =4, daf vale |f(2)] > |g(2)| e como f possui 4 raizes, isso

implica que g + f possui 4 raizes no interior de |z| = 1.
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Exemplo 37. Calcule o ntimero de zeros da equacdo z* —5z+41 = 0 na coroa 1 < |z| < 2.
Vamos calcular o nimeros de zeros no interior de |z| =1 e de |z| = 2.

Tomamos f(z) = —bz e g(z) = z* + 17em |z] = 1, dai temos |f(2)| = 5 e |g(2)| =
|24 4+ 1] < |2]* + 1 = 2, entdo vale |f(2)| > |9(2)|VZ, "logo f + g possui uma raiz no
interior de |z| = 1.

Tomando h(z) = z* e t(z) = =5z + 1 em |z| = 2, tem-se |h(2)] = 16 e |t(z)| =
| =52+ 1] <|52| + 1 =10+ 1 = 11 valendo |h(z)| > |t(2)|, logo t + z possui 4 raizes em
|z| = 2, sendo que uma delas est4 no interior de |z| = 1 entdo segue que z* — 5z + 1 possuf

3 raizes na coroa 1 < |z| < 2.

Exemplo 38. Calcular o niimero de zeros de 22° — z* +32% — 2 + 8 no interior de |z| = 1.
Tomamos f(2) =8 e g(z) = 22" — 2° + 32> — 2, dai |g(2)] <2+ 1+3+1 =7, valendo

|f(2)] > |g(2)] isso implica que f + g possui zero raizes em no interior de |z| = 1.

Exemplo 39. O polinomio P(z) = 2" +7z* +4z + 1 possui todas raizes no disco fechado
|z| = 2.

7

Tomamos f(z) = 2", g(z) = 72* + 42 + 1, vale em |z| = 2 que

27| =128 > 7)z|* + 42| + 1 = 121 > |72* + 42 + 1

logo pelo teorema de Rouché, como f possui 7 raizes no disco, f + g = P também possui

7 raizes no disco.

1.13.1 Teorema fundamental da algebra

Teorema 3 (Teorema fundamental da dlgebra).

Demonstracao.[Usando Rouché] Todo polinomio de grau n, possui n raizes comple-

xas. Podemos tomar R suficientemente grande tal que no disco |z| = R tem-se

n—1

n—1 n—1
|an2"] = lan|R" > " |ag|RF = Jar2"| > ) ar2|
k=0 0 k=0

k=
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n—1
tomando f(z) = a,z" e g(z) = Zakzk, f possui n raizes no disco, entao f + g =
k=0

n
E 2" possui n rafzes no disco.
k=0

1.14 Fracgoes parciais

Definigao 21 (Decomposigao em fragoes parciais). Uma decomposigao em fragoes parciais
P(x)
G(x)

ou expansao em fracoes parciais é resultado de se escrever uma fungao racional em

soma de fragoes mais simples , da forma

1 ()
onde cada fy e g sdo polinomios e g é fator de G(x), em geral de menor grau, porém
podendo ser do mesmo grau.
As principais motivagoes para se decompor uma funcao racional em soma de fragoes
mais simples é a de se calcular derivadas e integrais de fungoes racionais, outras motivacoes

também sao expansao em série.

n

Propriedade 39. Se g(x) = H(m — ay,) possui n raizes distintas e f(z) tem grau menor

k=1
que n, entao fgx)) admite a seguinte fracao parcial
g(x
= (@ —ax)
Demonstracao.

Propriedade 40. Se g(x) = (z—r)" e f(z) tem grau menor que n, entao temos a seguinte

fracao parcial

fr) &~ @
(:L‘—T)”Z (x — 1)k

k=1

Demonstracgao.
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Exemplo 40. Expandir em fragoes parciais

CL2

a2 — 2

1 1/ 1 1
a?—1x2 2a\a+zr x—a

temos que

pois

i(aix_a:ia) :%(aiﬁﬁ) = (25)@12)01(:2) - (a+x)1(a—a:)

a? _aa 1 1 _a 1 1
a?—22 2a\a4+z zx—a) 2\a+zx x—0a

Exemplo 41. Expandir em fragoes parciais

logo

3
(K)(k+1)(2k+1)
Temos
_ 3,3 12
BY(k+1)(2k+1) k k+1 2k+1
pois
3.3 12 _6k+3 12 12K* + 6k + 6k +3 - 12k° — 12k 3
k' k+1 2k+1 K24+k 2k+1 (k)(k+1)(2k 4+ 1) (k)(k+1)(2k +1).

Exemplo 42. Escrever em fragoes parciais

1
k+ D)k +2)

1 1 k+2-k-1 1

k+1 k+2 (k+D(k+2) (k+DE+2)

Exemplo 43.

1-— 1-— 1-— 1 2
( :U):( x)—i—l—lz( :1:~|—.7:+)_1: 1
1+ 1+z 1+ 1—2z

Propriedade 41. Vale que
1 1 1

(z—1)(z—12) (ro—11)(2 —12) + (r1 —r9)(z —m)

Se 1 7é’l“2.
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Demonstracao.
1 B 1 1 1 B 1 z—ri—z+ry
(z—=m)(z—19) (ro—ry) z—1ry 2z-—1 (ro —r1) (2 —r1) (2 — 1)

1 ro — T 1

C(re—r) (z—r)(z—12)  (z—r)(z—1)

Exemplo 44 (IME-1963). Escreva como fracao parcial

B
(x +b)(x+a)

Se b = a a expressao ja fornece a fracao parcial e nada temos a fazer, caso b # a entao

usamos o item anterior

1 B 1 . 1 _
(z+b)(z+a) (a—b)(z+b)  (b—a)(lzr+a)
B B B

CtD)@eta) @=ba+b)  G-—a@ta)

—~

Exemplo 45. Escrever como fracao parcial

1
5 .
[[(ak+s+1)
=1
1 k ! 1 T'(ak nr 1
; = bt P LTt D) Lo tak s+ 1,p) =
[T(ak +s+10) (ak+p+s) T(p) T(ak+s+1) I'(p)
=1
1 -1
— 1 /1 .’Eak+s(1—$)p_1d$ — 1 /1 xak—&-s < (p ) l — 1 S ( ) (_1)l ]
L(p) Jo L(p) Jo — I'(p) s ak +s+1+1
Logo
1 R = (p—1> (—1)!
= — _
ﬁ(ak+s+l) (p—1)! — I Jak+s+1+1

N
Il
,_.
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