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Capitulo 1

Equacoes funcionais

1.1 flx+y) = flx).f(y)

Propriedade 1. Se f: R — R satisfaz f(x +vy) = f(z)f(y), entdo f é nao negativa, se

existe a tal que f(a) =0, entao f(x) = 0Vx € R.

Demonstracao. Se existe a com f(a) = 0 entdo dado =z € R arbitrdrio temos
f(@) = fla+a—a) = f(x = a)f(a) = 0. Vale ainda que f(z) = f(5 +3) = f(5)* 2 0.

Propriedade 2. Seja f : R — R derivavel, satisfazendo f(z+y) = f(x).f(y) e f/(0) =¢

entao f(x) = ke onde k é uma constante.

Demonstracao. Da relagao f(x + y) = f(x).f(y), derivando em relagao a x, y
arbitrario constante, temos que f'(x +y) = f(y).f'(x), tomando z = 0 tem-se f'(y) =

cf(y) por equagao diferencial tem-se que f(z) = ke™.

1.1.1 f(zy) = f(z) + f(y).

Propriedade 3. Seja f : (0,00) — R derivével satisfazendo f(z.y) = f(x) + f(y) e

lim —f(:zc +1)

lig =—— = 1 entao f(x) = In(z)Ve.

Demonstracao. Vale que f(z.1) = f(z) + f(1) portanto f(1) = 0 desse fato e
. flx+1)
lim ———~
z—0 X
considerando y constante arbitrario, que resulta em yf'(z.y) = f'(z), tomando z = 1

= 1 segue que f'(1) = 1. Derivamos f(z.y) = f(z) + f(y) em relacdo a x
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tem-se yf'(y) = f'(1) = 1, portanto f'(y) = l, como In'(x) =

diferem por uma constante, que deve ser nula pois f(1) =0 = In(1).

é, entdao In(z) e f(x)
)

1.1.2  f(x+y) = f(@)+ f(y)

Propriedade 4. Seja f: R — R continua tal que

fle+y)=f(z)+ f(y) Yo,y € R.

Nessas condigoes f é uma funcao linear.

Demonstracgao.

Vale f(0) = 0 pois f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) = f(0) se fosse f(0) # 0
chegariamos no absurdo de 2 = 1 entdo vale f(0) = 0.

Dado z real arbitrério, vale que f(—z) = —f(x) pois f(x —x) = f(z) + f(—2) =0
portanto f(—xz) = —f(x).

Vale que f(nx) = nf(z) para qualquer x real e n natural pois, por indugao f(1.z) =

1.f(x), supondo f(nx) =nf(z) tem-se que
f((n+1D)x) = f(nx) + f(x) = nf(z) + f(z) = (n+ 1) f(2).

f(=nz) = —f(nx) = —nf(x) logo a propriedade f(nx) = nf(x) vale para n inteiro.

f(z) fx)

Dado n natural vale que f(%) == pois f(Z—x) = nf(%) = f(z) logo =

T
f(=) isso para x real arbitrario.
n

x
Dai concluimos que f (p_) S f(x) onde P4 wm ntimero racional.
q q 4q

Podemos denotar f(1) = a dai vale f(z) = zf(1) = ax onde x é racional.

Tomamos uma sequéncia (x,) de nimeros racionais que convergem para um valor

x real arbitrario (racional ou irracional), vale que
flzn) =z, f(1) = zp.a
aplicando o limite e usando a continuidade segue que
lim f(x,) = f(z) =limz,.a = a.x

logo f(x) = a.x.
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Corolario 1. Seja f : R — R com f(z +y) = f(x)f(y) Vz, y € R, continua nao nula,
entao existe a € R tal que f(z) = e**.

A funcao f sé assume valor positivo pois

entao a funcao assume valores em R", podemos aplicar o logaritmo, gerando ainda uma

fungao continua h com h(x) = In f(z) e temos pela relagao funcional

Inf(r+y)=Inf(x)+Inf(y),
isto é,
h(x +y) = h(z) + h(y)

com h continua, por ser composicao de continuas e h : R — R, pela propriedade anterior

temos que

h(z) = ax

para algum valor a € R, logo

In f(z) = ax = f(x) = e*.

Sendo ¢ : RY — R continua, que satisfaz g(uv) = g(u) + g(v). Como u e v sdo

arbitrdrio em R, entdo existem z,y € R tais que e* = u, eV = v, substituindo segue

g(e”™™) = g(e”) + g(e”)

definindo h : R — R com h(z) = g(e”) temos pela relagao funcional acima que
h(z +y) = h(z) + h(y)

h continua, por ser composi¢ao de continuas, entdo é uma funcao linear h(x) = bx para

alguma constante b € R

g(e*) = bx
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tomando y = €” temos x = In(y) entao

g9(y) = bln(y).

Propriedade 5. Seja f: R — R nao-decrescente tal que

flx+y) = f(z)+ f(y) Y,y € R.

Nessas condigoes f é uma funcao linear.

Demonstragao. Seguimos o mesmo procedimento da propriedade anterior para
0S numeros racionais, vamos provar agora para oS numeros irracionais, tomamos uma
sequéncia (x,) crescente e (y,) decrescente , ambas de niimeros racionais que convergem

para um nimero x, nessas condigoes
Tp ST < Yn
pelo fato de f ser nao decrescente segue que

f(zn) = zn.a < f(2) < fyn) = yn-a

tomando o limite

zr.a < f(z) <y.a.
Portanto f(x) = a.x para qualquer z real .
Propriedade 6. Seja f : R — R derivavel com f(x+y) = f(z) + f(y), f'(0) = a, entdo
f é da forma f(z) = ax.

Demonstracao. Derivamos a identidade f(x +vy) = f(z) + f(y) em relagao a =z,
f(z+y) = f'(z) tomando y = 0 tem-se f'(y) = f'(0) = a entdo f é da forma f(z) = ax+b

como f(0) =0 entao b = 0 e ficamos com f(x) = ax.

1.1.3  f(z+y)+ fla —y) =2f(x) + 2f(y)

Propriedade 7. Seja f : Q@ — R quesatisfaz f(z+y)+f(x—y) = 2f(x)+2f(y)V =,y € Q,

entdo vale que f(r) = ar®.
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Demonstracao. Tomando z = y = 0 temos 2f(0) = 4f(0) portanto f(0) = 0.
Tomando z = 0 tem-se f(y) + f(—y) = 2f(y) logo vale f(y) = f(—y) e a fungado é par,
logo s6 precisamos provar para os nimeros positivos. Substituindo x por z 4+ h e y por h

tem-se

flx+2h)=2f(x+h)+ f(z)=2f(h)

sendo g(x) = f(x + h) — f(x), g(0) = f(h) temos

gz +h) —g(x) =2f(h)

n—1
tomamos agora x = kh e ficamos com g((k+1)h) —g(kh) = 2f(h), aplicamos a soma Z

k=0
em ambos lados, que é telescopica, resultando em

g(nh) —g(0) = 2nf(h) = g(nh) = 2nf(h)+ f(h) = f((k+1)h) = f(kh) = 2k f(h)+ f(R)

n—1
aplicamos novamente a soma E em ambos lados de ambos lados tem-se
k=0

Fluh) = §(0) = 2f ("=

portanto f(nh) = f(h)n?, tomando h = 1 segue que f(n) = an® onde f(1) = a, perceba

. c ~ p ,
que as contas foram feitas com h arbitrario, podemos tomar entao h = = e dai
n

f(nh) = f(n

3¢%
I
=
3
I
s,
I
=
S I
L8

2
dai f (B) = a(£> como querfamos mostrar.
n n

Se f: R — R continua com a mesma lei da funcio acima, segue que f(x) = az® para
todo x real por continuidade.
1.2 Homomorfismo e Isomorfismo

Defini¢cao 1 (Homomorfismo de corpos). Sejam A, B corpos. Uma fungao f : A — B

chama-se um homomorfismo quando se tem

flx+y) = flz)+ f(y)
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flzy) = f(x).f(y)
f(la) =15

para quaisquer z,y € A. Denotaremos nesse caso as unidades 14 e 1p pelos mesmos

simbolos e escrevemos f(1) = 1.

Propriedade 8. Se f é homomorfismo entao f(0) = 0.

Demonstragao. Temos
f(0+0) = f(0) + £(0) = (0)
somando — f(0) a ambos lados segue
£(0) =0.
Propriedade 9. Vale f(—a) = —f(a).
Demonstragao. Pois
fla—a) = f(0) = 0= f(a) + f(—a)
daf f(—a) = —f(a).
Corolario 2.
fla=b) = f(a) + f(=b) = f(a) = f(D).
Propriedade 10. Se a é invertivel entdo f(a) é invertivel e vale f(a™') = f(a)™".

Demonstracao.
flaa™) = f(1) = 1= f(a)-f(a")
entdo pela unicidade de inverso em corpos segue que f(a)™' = f(a™').

Propriedade 11. f ¢ injetora.

Demonstracao. Sejam x,y tais que f(z) = f(y), logo f(x)— f(y) =0, f(x —y) =0,

se © # y entao x — y seria invertivel logo f(x — y) nao seria nulo, entao segue que = = y.

Propriedade 12. f(A) é subcorpo de B.
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Demonstracao.

A adigao é fechada, dados a = f(z) e b= f(y) entdao a + b € f(A) pois

flx+y) = f(z)+ fly) =a+0.

O produto ¢ fechado, pois f(z.y) = f(z).f(y) = a.b.

—a € f(A) pois f(—x) = —f(x) = —a.

Se a # 0 entdo a™* € f(A) pois f(z7') = f(z)~!, 2 # 0 pois se fosse z = 0 entdo

a = 0, logo x é invertivel.
Propriedade 13. Se f ¢ bijetora entdo a funcdo inversa f~' de f é um homomorfismo.
Demonstracgao. Sejam a = f~'(z) e b= f~'(y).

o f7(1) =1pois f(1) =

FHe+y) = (fla)+ f0) = (fla+b) =a+b=f"'(z)+ [ (v).

i ay) = fH(f(a)f(0) = f(flab) = ab=f(z).f ().

Definicao 2 (Isomorfismo). Um Isomorfismo é um homomorfismo bijetor. Dois corpos
sao ditos isomorfos se existir um isomorfismo entre eles. Para todos os efeitos dois corpo

isomorfos sao considerados idénticos.

Definicao 3 (Automorfismo de corpos). Um automorfismo de corpos f é um isomorfismo

f: K — K, de um corpo nele mesmo.

Propriedade 14. O tnico automorfismo de @) é a funcao identidade.

Demonstracao.

e Vale f(0) = 0 pois f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) = f(0) se fosse f(0) # 0

chegarfamos no absurdo de 2 = 1 entao vale f(0) = 0.
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e Dado x racional arbitrario, vale que f(—xz) = —f(z) pois f(x —z) = f(z)+ f(—x) =
0 portanto f(—z) = —f(x).

e Vale que f(nx) = nf(z) para qualquer = racional e n natural pois, por indugao

f(l.z) = 1.f(z), supondo f(nz) = nf(x) tem-se que
f((n+1D)x) = f(nx) + f(x) = nf(z) + f(z) = (n+ 1) f(2).

o f(—nzx)=—f(nx) = —nf(x) logo a propriedade f(nz) = nf(x) vale para n inteiro.
flx) f(z)

e Dado n natural vale que f(%) = =, pois f(%) = nf(%) = f(z) logo =

f(=) isso para z racional arbitrario.
n

x
e Dai concluimos que f (p—) S f(z) onde P ¢ um nimero racional.
q q

° f<§) = gf(l) = g, entao a funcao ¢ a identidade.

Perceba que usamos apenas as propriedades f(z +y) = f(z) + f(y) e f(1) = 1, ndo
usamos f(z.y) = f(z).f(y) o que poderia simplificar as contas porém é desnecessario

supor.
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